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Préface

Ce fascicule d’exercices avec solutions vient compléter un ensemble de trois ouvrages de
mathématiques intitulés  Mathématiques pour l'ingénieur’, leurs contenus sont répartis de la sorte :

Tome1:

Analyse réelle.

Analyse complexe.
Transformation de Fourier.
Transformation de Laplace.
Tome 2:

Algebre et algebre linéaire.
Analyse numérique.
Géométrie.

Fonctions de plusieurs variables.
Théorie des courbes.
Equations différentielles.
Tome 3:

Topologie générale.
Analyse fonctionnelle.
Probabilités.

Statistiques.

Les étudiants et les professionnels y trouveront pour un approfondissement des connaissances un
cours trés complet.

Mes remerciements vont a Mr Dellacherie Claude directeur de recherche dans le laboratoire de
mathématique de I'université de Rouen, a Mr Roger Goglu enseignant a I'insa de Rouen qui ont été
constamment présents dans ces ouvrages, a Mr Fauvernier Philippe directeur des éditions Hermann
pour ses encouragements et a ma famille.

Ce travail a été réalisé sous Scintific Work Place, Latex Miktex et Microsoft Word, les courbes sous
Graph Easy.
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Premiere partie : Analyse .

Notion de fonctions : continues, périodiques, dérivées, dérivation
composée, notion d’extremum, intégrale simple convergente,
intégrale multiple a bornes constantes ( a lier avec systémes de
coordonnées).

Théoréme de Rolle, accroissements finis, Regle de I’'Hopital.
Fonctions polynémes, décomposition des fractions rationnelles,
nombres complexes dans I'intégration.

Primitives.

Formule de Taylor-Mc Laurin et développements limités, étude locale
des fonctions.

Equations différentielles du 1% ordre et du 2™ ordre.
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Fonction, continuité, dérivation et fonction réciproque.

Mots clés : Fonction, continuité, dérivée, formule de Taylor-Mc-Laurin, regle de L’Hopital,
accroissements finis, théoreme de Rolle, reste de Young.

Rappel :

1. Regle de calcul des dérivées :

o, 4 sont des constantes et noun entier naturel positif ou nul :
L. (o f + ﬁ._r,-}’ =o'+ -J'.Ir;J'.
2. (fg) =fl9+fg":
’
: Iy — Fa—ife : T R LN I
lg#0, (;] —= ce qui entraine : (L) L
n

) f””ﬁi”'f‘] — Relation de Leibniiz,
P

()" = (

5. (fog) =falg)g
f. [_.'r_]\.lf = ﬁ

2. Formule de Taylor et Taylor-Mc Laurin :

Si f est une fonction dérivable n+1- fois dans un intervalle I, alors son développement de Taylor au
point a appartenant a I s’écrit :
) (x — a)? (x —a)?

£1(@) + T (@) + @) +

S "0 (@) + Ry(o).

fG) =f(a) +

—a (x—a)
1! 1
(x _ a)n+1

p V(@@ +0(x—a),0<6<1

R,(x) =

Appelé reste de Young.

3. Accroissements finis :

Sair une fonction [ réelle, définie et continue sur [a, b si sa dérivée existe
et ext finie sur o, b] @ alors il existe ¢ o, b rel gue :

 fla) - f(b)

a—h

f'ie)

4. Reégle de L’Hopital :

Si f et g sont dewx fonctions dérivables en a 'an-

Fia) . P
Vit dé 5
7 soit défini, alors :

nulant en a et telles que le quotient —
L

5. Théoréme de Rolle :

Pour deux nombres véels o et b iels que *a < bet f
wne fonction d valeurs réelles continue sur [a, b) et dérivable sur Ja, b] relle gue : f{a) = f(b)
alors il existe {au moins) un élément ¢ de [a. b tel gue 2 f'{c) = 0.
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Exercice 1 : Dire si les fonctions suivantes sont continues préciser leur
domaine de définition :
1—x 1—x
1+x’ 1+ x+x2’

x2,  Wx, V1—-x 14 12x—13x?,
1—x
1+ 12x — 13x2

Etudier la continuité des fonctions aux points critiques. (Sinus hyperbolique
noté sh ou Sinh, cosinus hyperbolique noté ch ou Cosh.)

1-x :

—— x*1 e*—1 sinhx

ey Tl x#0 S x 0
fe) =417 ,g(x)={x * ,h(X)={x -

5 x=1 1, x=0 1, x=0

Exercice 2 : Trouver la fonction réciproque des fonctions suivantes :

sinh x, cosh x. (Indication écrire y = sinh x, et trouver x en fonction de y,
faire attention aux domaines d’inversion.)

Exercice 3 : Montrer que I'on n’a pas en général :
fog = gof

f=x% gl =+
fO)=vi-x  gx)=x2

Exercice 4 : Trouver la dérivée des fonctions de I'exercice 1:
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Sujets a préparer

Sujet1:
Dériver les expressions suivantes :

10%, 10V*¥~1, 10V**~2%+3 dans leurs domaines de dérivation (indication

utiliser :

al = eP"® q réel positif, b réel.)

Sujet 2 :

Dériver dans leurs domaines de définition les fonctions : a réel.

flx)= 1f—;, gx) =In(i), h(x) = (i)ln(lf—;)

1-x? 1-x2
Sujet 3 :
Dérivée d’une fonction réciproque:
G(x) =In(x?2—x+1),
(indication utiliser : (Fof ™) = (F'of™1).(f™H".
Sujet 4 :
Calculer la limite en utilisant la regle suivante :

_ u _ u®
llmx_,a; = = llmx_,a W

log,a —log,x

fx) = limya shx — sha

Indication utiliser : log. B =
(Indication utiliser : log,f = T

Sujet 5 :
Calcul de limite en utilisant un équivalent usuel en annexe 3 :

In (1 + 2tanx)

= lim,_,
fG) = limyg————



Page8

Les polynomes & fractions rationnelles.

Mots clés : polynéme, division euclidienne, triangle de Pascal, zéro d’un polynéme, degré d’un
polynéme, éléments simples.

Rappel :

1. Triangle de Pascal :

cr=Ch_ +00)

Li ‘n—1

Pog1 2 3 4 5 6
it
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 1w 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
n 1 n . CPTLoCP w1
n+l 1 n+l . CE=CP_,+CP21 .. n+1 1

Pour tout entier naturel p inférieur & i on observe & partir du tableau ci-dessus :

"y —
[ OLAE I

=] — ¥
Y= cr=1
-1 o n—1 __
¢, = U7 =n

o p—1
pCt = all .

i

Formule du bindme de Newton :

(a+b)" =" Cha?b"P.

p=Il.n

2. Fraction rationnelle :

. . P .
Toute fraction rationnelle: F = 0 se décompose de la sorte ; (avec: a? —b? < 0.)

A A A, Bir + By
F = 1 + 2 _ Fo ¥ _ _ 1 1
r—a  (r—al (r—a) Xe—2aX+b
Bar + Bj Bax + B

e P :
(X2 20X + b)° (X2 - 20X +b)”
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Exercice 1 : Développer un polynédme de degré n :
(Utiliser le triangle de Pascal)
(a +b)°
(a+b)?
(a + b)?
(a + b)3
(a + b)*
(a +b).
Exercice 2 : Faire la division euclidienne :
de x3+x?+x+1parx.

Exercice 3 : Décomposer en éléments simples :
X

3+x2+x+1

Sujet a préparer

Sujet 1 :Recherche d’une racine en utilisant le théoreme de Rolle.

A I'étudiant de rechercher par une équation du type polynébme une
application.

Sujet 2 : Recherche d’une racine par approximation. (Sur papier millimétré).
Théoreme des accroissements finis. Utilisation de la calculatrice.

Etudier pour cela I'’équation :

x —cosx = 0.

Montrer qu’il existe un unique nombre entre % et 1 qui vérifie cette
équation.

(Rép : une approximation & 10719 prés, est de I'ordre de 0,739085133215).



Intégration.

Mots clés : Intégration par partie, régle de Bioche, changement de variable, fonction irrationnelle,

fonction transcendante, fraction rationnelle.

Rappel :

Voir annexe 2.

1 Intégration par parties :

Soient [ et g deux fonctions intégrables sur le
segment a. b et admertant des primitives notées F et 7 respectivement. Les fonctions Fg et
F& sont imtégrables et on a @

h h
f Fij[r}rJf—F[h}t’;{ﬁj—F{aJG{n}—f FEIG(#)dt.

L

2 Intégration par changement de variable :

Foofab) = E, ¢ [e.d — [a.b]. fRiemann-intégrable | ¢ dévivable

alors

o] d
f fludu = f foalt)e' (t)dt

@l

3 Reégle de Bioche :

On dit gue [ (x) est une fonction rationnelle de sinx et cosx 5'il existe
des polyndmes en 2 variables P, Q) dans E[X . Y], ¢'esr a dire :

P(X.Y)= Y  ayX'Y’,

i=l..r j=1..m

QX.Y) = 3 b XYY
i=l.n"j=1l..m"
tels que !
. Fisinx, cosr
flz) = L )

CHsinaw, cos )

On prendra dans ce cas le changement de variable :

2t 1 —t*
CO5 T

=, COST = _ it.
+ 12 1+ 2

cidr = ———
1+ ¢2

T
t=tg E.HI]I.!' = 1

(I se raméne ainsi & une fraction rationnelle en t {en renant compte des discontinnités ainsi
crédes), mais les degrés des numérateur et dénominateur sont excessivement élevés et rendent
les caleuls fastidieux aimst on eptera pour la régle de Bioche siona:

1 fl—x) = fiz) on pose t = cos .

2) fim—x) = —flx) on pose t = sinr.

3 fim+x) = flx) on pose d = tga.
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4 Fonctions irrationnelles et transcendantes :

a) fle*,sh x.ch x.th z) on pose t = ¢ | x = Int.dr = Ldt, avec sh x = Z(t —
t~Y.chr = #[.f + ¢~ on retrouve une fraction rationnelle.

by flx, 1. %} ad — be 55 (). on pose :

.'I ar + b b — dy™ ad — be g1
=1/ = I = e = - g™ty
II.' Tl T 12
cr 4+ d eyt —a ley™ —a)-

On retrouve une fraction rationnelle en .
c) f(xz,vaxr? + br + ¢}, on transforme la racine en une des formes suivantes :
DWtT+ 1, onposef =shu = 12+ 1 = chu.
214/ 12 — 1, on pose t = +ch ufu = 0) = V12 — 1 = sh w.
3)v1 — 12, onpose t = sinw out = cos .

Exercice 1 : Calculer les intégrales des polyndmes suivants :

fO) = (x+2)° g(x)=(x—2)(x+2).

Exercice 2 : Intégration par changement de variable.

[ =Vx+L, g =x+1.
Exercice 3 : Intégration par partie
f(x) = xcos(x), g(x) = x%e?7%, h(x) = xIn(x)
Exercice 4 : Intégration de fraction rationnelle.

2x+1
x2+x

— 1’
T (x+1)3°

f) =32, g() =5—, h(x)

Exercice 5 : Intégration de fonctions hyperboliques et trigonométriques h
sh = Sinh, ch = Cosh,

i(x) = shx,j(x) = chx,

1 1
k(x) =—5———, l =
2 x?+x+1 2 VxZ+x+1
Exercice 6 : Régle de Bioche.
_ sin (x)
k(x) = cos3(x)+sin?(x)

Sujet a préparer :

Sujet 1 :
Trouver l'intégrale de la fonction

k(x) = , en posant : x + 2 = shu.

Page 1 1
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Sujet 2 :

Sujet 3 :

Intégrale de fonctions de la forme
f(x) = f(e*, shx, chx, thx)

Intégrale de fonctions de la forme :

fe)=f (x, ﬁ)




Equations différentielles.
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Mots clés : équation de Bernoulli, équation d’Euler, fonction homogéne, fonction
homographique, Variation de la constante.

Rappel :

1. Variation de la constante :

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation de la forme :

dy
— + Plz)y = q(z).
da

O P et () sont des fonctions continues de r ou constantes.

Pour résoudre de telles équations on procéde de la maniére suivante, on pose :

y = u(z)v(z).

v(x) = [Jl e PUdt, ulz) = /JI :{E—:%dt donc y = ete vix) ulz) + v(z).

2. Fonction homogeéne :

On diva gu’une fonction [ en les variables (x.v) est homogéne de
degré n si 'égalité suivante est vérifiée quelque soit le nombre X

fQx,2y) = 2"f (x,y).

Etant donnée 1" équation :

1
Y — fay).

dax

on pose :

3. Equation de Bernoulli :

Une équation de la forme est dite équation de Bernoulli

i

dy
— + plz)y = q(x)y"™.
dr

On pose z =y~ "1

4. Equation différentielle ordinaire du 2™ ordre 3 coefficients constants :

On considére les équations différentielles suivantes :

(&) iy +ay' +by =0
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(Cas des coefficients a et b constants dans (£y)) Sil'éguation ca-
raciéristigue :
rP4ar+b=10
— adntet dewx racines distinctes 1 et ra dans C, alors :
So(I)={y:ax el — A" 4+ Be™" (A, B) € K*}
— admet une racine double vy dans C, alors :

So(fy={y:axed—(A+Br)e™ (4, B) e K*}

Exercice 1 :Résoudre une équation du 1¥" degré avec ou sans second membre:

22+l 1 1

!

! 3 ! - =
2rx ) T2z ? (x+1)%

y =x5)

1 1

y'=shx, y’ =x2+x+1’y, T Vtaxit
Y'+Y=1.
Y'— XY =0.
Y' 4+ Ysin(x) = 0.
1

T+l s =1

P2
T +Tv+1—V+1.

Exercice 2 :Résoudre une équation différentielle du second degré sans
second membre.

y'+2y"'-3y=0,y"+y—-2y=0.

Exercice 3 : Utilisation du déterminant, variation de la constante.

(;,/' )16) @) ((c)) .(indication utiliser :

y = Hy + x2, H primitive de 1 et c est une constante.)

Sujet a préparer : Equations différentielles non linéaires.

Sujet 1 : Fonction homographique et fonction homogéne.

,_ Xty+1
T ox—y+1

Sujet 2 : Equation de Bernoulli.

Sujet 3 : Equation d’Euler.



Examen.

Exercice 1 :

Calculer le module et I'argument des nombres :

1+i (i+1)7
1-i)

Trouver la racine carrée du nombre complexe :
6 + 8i.

Utiliser le triangle de Pascal et la forme complexe d’Euler du sin et cos pour

linéariser :

cos®x, sin®x.

Exercice 2 :

Calculer les limites

u®

. . - \ . u .
(Indication utiliser la regle : llmx_)a; = =lim,_, W')

l . COSX
im, _ = —.

2 X5

lim,_ysinx?/x?.

Exercice 3 :

Faire le graphique de la fonction, approfondir le signe de la dériver :

fx) =01 —-x)In(1—x).

Exercice 4 :

Vérifier I'égalité :

2 t ! t 4
arctan— = arctan—.
2 3

Exercice 5:
Linéariser :

3

sin’x.
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Calculer :

f sin3xdx.
Exercice 6:
Calculer la limite :
_ sin?x
lim,_o m
Exercice 7:
Trouver la solution de :
L 1
)
Exercice 8 :

Etudier de la fonction :

f(x) = tanh(2x).

En suivant les étapes :

Calculer les limites en +oo.

Tableau de variation.

Intersection avec I'axe des x puis I'axe des y.
Calculer I'aire comprise entre 1 et 2.

Tracer f.

vk wNe
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Correction abrégée de 'exercice 6 :

Utiliser Graph Easy.
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2ieme partie : Algebre & algebre linéaire.

Ensemble et logique.

Espace vectoriel.

Application linéaire.

Le noyau et I'image d’une application linéaire.

Le théoréme du noyau et le théoréme de Grassmann.
Base et changement de base.

Matrice et déterminant.

N AW

Valeur propre, vecteur propre et espace propre.
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Ensemble & logique mathématique.

Mots clés : logique, crible de Poincaré, quantificateur.

Rappel:

Soient Ay, A, ..., Ap n ensembles finis. Alors :

|Ui=1...nAi|

n
=Z|Ai|— Z |4; N A;| + Z |4; N 4; N Ag| — -
i=1

1<i<jsn 1<i<j<ksn

+ (D" 4, nA,n L4,

Ou |. | désigne le cardinal d’'un ensemble fini. Cette formule peut s’écrire
d’une maniére plus condensée de la sorte :

n

Ui:l...nAil = Z (_1)k_1 Z |Ai1 N Aiz ..N Aik

k=1 1<iy <ip<-<ip<n

Et est appelée crible de Poincaré.

Exercice 1:

Compléter puis faire la négation des résultats :

Tables de vérité.

TAS

olk|o|k|+
= O O(=|Wwv

TVS

olk|io|k|H
= O O W

T=S

olk|io|k|+
=IO O |Ww

Démontrer la relation de De Moivre, faire le lien avec les ensembles et les signes : N,U.
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Exercice 2 : Etudier les quantificateurs V,3.

Sujet a préparer : Le crible de Poincaré.

Crible de Poincaré formule simple. Considérer le cas n=2 puis n=3 et
généralisation, faire une démonstration.
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Espace vectoriel & algebre linéaire.

Mots clés : application linéaire, image, noyau, rang, théoréme de Grassmann, application injective,
application surjective, application bijective, application inversible, matrice, matrice identité, méthode
de Sarrus, matrice transposée, matrice semblable, valeur propre, vecteur propre, espace propre,
matrice diagonale.

Rappel :

1. Théoréme du rang:

Soit E un espace vectoriel de dimension finie
et I’ en espace vectoriel de dimension guelcongue, G le supplémentaire de I dans E
et fune application linéairve de E dans F | ¢’est a dive [ € C(E, F). Alors :

dimF = G = dimF + dim
dim¥f = dimF + dim 7
dimE = dim§F + dim E/F
dim £ = dimker(f)+ re(f).

2. Formule de Grassmann :

Soient F er G deux sous-espaces vec-
toriels de dimensions finis d'un espace vectoriel E. On considére les applications
lindaires suivantes :

 FxG—E
T (fg)— e
FrnGg —=F=G
f={f.-r

el

alors :
I keryp = F .
2. dim(F + @) = dim F + dim G — dim(F 1 G).

Exercice 1 :

Soit P un polynéme de degré 2. Sa dérivée d’ordre 1 est P’. u est I'application linéaire qui a

P associe P'. Alors déterminer :
Ker u,Imu,dim Ker u et dim Im u.
Exercice 2 :
Montrer le théoreme du rang pour I'exercice 1.
Exercice 2 :

Montrer le théoreme de Grassmann pour |'exercice 1.
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Sujet a préparer :

u une application linéaire de E dans F, dim F = n.

Démonstration de I'équivalence des assertions :

vk W e

u inversible.

u_l_existe.

rg(u) = n.
u surjective.
L'image par u d’une base est une base.



Matrices.

Rappel:

1. Matrice unité :

P
I 0 0 0
0o 1 e
Inp = 1 1} Tl
0 1 0
0o 0 1

On note {,, la matrice ci-dessus pour n = p, une matrice d’ordre n est inversible 71l
existe une matrice [ telle que P M = M P = [,,. PP est alors notée P = M -1

2. Matrice transposée :

ayq N ces L1
Mi=M=| . ayj
ﬂ”, artp

dans laguelle on a interchangé les lignes et les colonnes.
La transposée d'un produit se calcule de la sorte :

(AB) = B'Af
3. Matrice semblable :

Deux matrices carrées d'ordre n, A et B sont dites semblables 571l existe une
matrice inversible J” telle que :

B=P1AP

Une matrice diagonale est une matrice dont tous les éléments hors diagonale sont
nuls, a;; = 0 pour ¢ # j.

Une matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure) est une matrice
dont les éléments situés en dessous (respectivement au dessus) de la diagonale sont
nuls.

4. Calcul d’'un déterminant d’ordre 3 méthode de Sarrus :

@\, b, €N a b
“I hl \. '//' ’} \\ /,' “' /‘ -.\‘ hl
n » " » 14 » n "

a / s d/ a by

Le produit des nombres situés sur les fleches montantes moins le produit des
nombres situés sur les fieches descendantes.

Pagez 3
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Exercice 1 :

Exemple les calculs suivants :

Exercice 2 :

Exemple les calculs suivants :

Désignons par C; la colonne i :

En effectuant :

On obtient :

En effectuant :

Opérations simples sur les matrices :

Opérations simples sur les déterminants :

et en mettant 2 en facteur, on obtient :

En effectuant :

On obtient :

Cz — CZ - 2C1,
C3C3—C; ,
C3 « C3 —3C4,
2 1 3 1 0 0 0
-1 0 -2 _ 2 -5 -2 -8
3 0 4 -1 3 0 4
1 0 2 0 1 0 1
C, & (3,
1 0 O 0
—> 2 1 -5 -8
-1 3 0 4
0O 0 1 1



1 00 0
_,l2 100
-1 0 3 4
0 0 1 2

En effectuant :

C4 d C4 - 4‘/363,

On obtient :
(1 0 0 O
2 1.0 0
=2(-1 0 3 of*4
o 0 1 2
3

Exercice 3 : Recherche de valeurs propres vecteurs propres et espaces propres.

Exercice 4 :

Résoudre le systéme :

m-—Dx+my+z=1
mx +2y+3z=3
m+Dx+my+(m—-1)z=m-—1.

Exercice 5 :

Diagonaliser T et calculer T™:

Exercice 6 :

Déterminer un polyndme aussi simple que possible P tel gue PIA)=0 ot A

I 1 0
A=1 -1 10 on1.
20 -1

En déduire que A est inversible et caleuler A~ (ESCP).

esr la matrice :

Pagez 5
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Solution de I'exercice 4 :

e determinantdu systéme est:
(r1s 1 (13 1
m 2 =m2(4d—m).
m+1 -m-m-=
i < F = — =£‘. — T =7 7 el
a) 'n—[l.lﬁ,glh_u N est: 3 Y= ) , ulc?mue.
Jm= .%_ﬁzllu'rnet x=F2v,z =142y, v =¥,y quelconque.
) m & {0,4], lasolutionest:x == =0,y =L =0,z=—==
’ ST D i o 3 o
Solution de I'exercice 5 :
i: _IL | | | | :i |
Le hnm‘JTE‘ér éluu.u}tasﬁ_crnj:rii = =1+ )2 a—2).
|
L'espace propre £_4 s‘ecriJ:
7l =Y N
{ LY
_q =KeriT +13) = Vect 4] .1 100 1 de dimension 2.
'!.‘ . \ 1_‘1
1




2

i

[

A
§ ==L
(-pm 24 2(-1n)

g\

2+
T‘“=%--
3

Donc:T = P~1DP = P~1D?P = ... = P=1D"P,d'ol:

b

Ey=Ker(T =

8 — .ﬂ. S Mr
! _m_“.ln.._.. . H_
.__m.,._ 1M|1_. TE
i B

FE

g

g

It

—La matrice diagonale D s'écrit

Solution de I'exercice 6 :

Fa
LEN

1A = Idone A inversil

~ 5 N
_ = B
n i
i
= =
=1
T m..._..
l_ ™
5
| [
i .-.l._--_-
WL
= =
- .m : Y =
s T
= _ M| m “
= — & -r=
F ! M. =
= - M..M o
m_
EI
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Suites et séries.

Série de Riemann.

Reégle de D’Alembert.

Régle de Cauchy.

Fonctions de plusieurs variables.
Dérivée partielle.

Notion d’extremum.

Théoreme de la hessienne.
Multiplicateurs de Lagrange.

. Notion de courbes paramétrées.

. Courbes polaires.

. Analyse numérique et programmation Matlab ou Maple.
. Conditionnement.

. Surfaces.

. Calcul sur les résidus.

. Transformation de Laplace.



Suites & séries.

Pagez 9

Mots clés : suite, série, série de Riemann, régle de D’Alembert, regle de Cauchy, convergence,
divergence, suite croissante, suite décroissante, terme général, somme partielle, rayon de
convergence, formule de Hadamard, formule de Cauchy.

Rappel:
1. Série de Riemann :

Soit o £ B, la série de terme pénéral :
Lo
Up = ”TI.” = ]-J

E5t convergente &i et sewlement si o = 1.

2. Reégle de D’Alembert :

lim H"+I|—|' ERU{+oo}

f— 00 Uy

si L= 1 fa série comverge ;
[ = 1 la série diverpe ;
[ = 1 on ne pear conclure.

3. Reégle de Cauchy :

Silimy, oo ¥ ttn]| =1 € R U {+}

sil < 1 la série converge
I = 1la série diverge.
sil = 1 on ne peut conclure Sanf i %¥n = ngou, = 1,

auguel cas a série est trivialement divergenie.

4. Rayon de convergence :

Soit la série, Y. a,x™, on appelle rayon de convergence de la série |'une des deux expressions
suivantes :

|. Formule de Hadamard :

R = =
. [ T —
lim sup,, |”—| lim,,

i,
54 1

1 1
[ [
|5

&l

2. Formule de Cauchy :

1 1

limn sup,, o, limy,, oo,

, 1 L 5
Avec T 1. 7 R
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Exercice 1 :

Dire si les séries de terme général u,, sont convergentes :

1
Loup = n(n+1)’
n3
2. Un =m.
_(n)?
3. up “(2nl)

4. u,=Yn®+1—-VnZ+1.
Exercice 2 :

Etudier la convergence des suites :

1+uy,?
1. un+1 =T,u0 € R.

2. Etude dela convergence de la suite :u,,; =1+ #,uo € R.
n

Sujet a préparer:

Etude de la convergence de la suite :

ou: (i) = ¢ = G

Procéder par étapes :

1. Montrer que 'on peut mettre_u,, sous la forme : pourn > 5,2 (1 - %) + Zkzoun(

2. Montrer que pour:n € [2,n — 2], (n) > (n) > 2ol

k 2 2
-1 _
3. Endéduire que: Y—o.n (Z) = ,Zlgll_i;

4. Puis par encadrement montrer que : u,, = 2.

Examen : Résolution d’équation différentielle par les séries.

Meontrer gue la fonction :

Jo(x) =23 (-1)"

n=1

fo12n
L=

x

(n!)?

et convergente, frouver son rayon de convergence et montrer qu'elle est solution parti-
culiére du probléme swivani @
v+ +y+y=0
.1'::.‘)..".*-:3..'.' ‘=0
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Fonctions de plusieurs variables.

Mots clés : dérivée partielle, mineur principal, hessienne, maximum local, minimum local, extremum

local, multiplicateur de Lagrange.

Rappel:

La matrice définie pour une fonction f de classe C% sur ouvert D de E™ pour
T =(ry,ro, .., 2,) €D par:

a* f a* f
,:;T-—;' e dr,dx,
a2 f a4 f

Trpdz, bz, 0T,

At f atf
Hxy, dry e ('J.r_:,I

est appelée hessienne de f. Avec ces notations le développement de Taylor-McLaurin

Hf =

i I"ordre deux au point 2" = (2, 29, ..., 2%) de Dest:
flz) = f(2°) +gradf (%) - (z —2) +(z— ") - H f(2°) - (2 — 2°) +o(|| = — .4-“||2}_

of (x) of(x) af(x))
ox, ' oaxy, ' Axp J’

Ou gradf(x) = (
Exercice 1 : Savoir dériver partiellement.
Exercice 2 : Recherche d’extréma simples.

Exercice 3 : Formule de Taylor a I'ordre 2.

Sujet a préparer : Autour du théoréme de la hessienne

1. Lahessienne d’ordre 2 :

2 o

_ | ox*  oxoy
A=\ oy
dydx  0y?

2. Lahessienne d’ordre 3:
d0x2  0xdy 0x0z
H azf az_f azf H
dydx 0y2 09yoz
9%f 9%f 9%f

0z0x 0zdy  0z2

s oy aZf\

3. Hf =

Théoreme : Sous les conditions suivantes : |Hf (xq, ¥o)| = detHf (xy, ¥o)

0%f 9%f
1. m=2,|Hf(xq,¥0)| > 0,@(960;}/0) >0, (resp @(xm)’o) < 0)-

o o o o
dx2  9xdy dx2  9xdy

2. m=3,|Hf(x0,y0)| >0, 0°r  o’f (x0,¥0) > 0, resp o°r o (%0,¥0) <0
dydx  0y? dydox  0y?
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0%f
et,—— (X0, ¥0) >0,
nous avons Hf (x,, y,) définie positive, donc (xg, ¥o) est un maximum local. (resp
Hf (xq,V,) définie positive, donc (xg, ¥o) est un minimum local.)

Exercice 4 : Nous cherchons a rendre maximale la quantité :

fOoy) =—-((x—H*+ -2,

sous les contraintes :

g1 (xy)=x+y<4,

g2(x,y) =x+3y<0o.

Exercice 5 :

Parmiles triangles de pévimétre donné, quel  est celui dont Uaire est maxi-
male ?

Solution de I'exercice 4 :

La-salution du-probléme-est-donnée-par-da-résolution-des-les Squations

I
i N 0 ) PURR N, 8 7 W A A
i d
I
o B S RN 1 B R T S |
iy
aL
o e e i == i
DA, S Anabibe
M=,
AL
A= — e Ay (e =) =6
i1
L. oy hial o
el = ady = 0
Ay =0,
L
O D B D=0
i As

UL = ~((x D2+ (= DY) = A (x+3) — Aa(x +3y)
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Solution de I'exercice 5 :
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Théorie des courbes.

Mots clés : courbes, branche infinie, point double, point d’inflexion, courbe unicursale, courbe
rationnelle, droite tangente, courbes remarquables, développée d’une courbe, courbe paramétrique,
courbe polaire, courbure.

Rappel :

1. Construction de courbes paramétrées :

Pour étudier et construire I'image I" d’'une applicationy :

y: I - R%,t & [x(t),y(t)], en dimension 2.

y: I - R3,t & [x(t),y(t), z(t)], en dimension 3.

Ou I désigne un ouvert de R, on procede de la maniéere suivante :

Chaque fonction x(t), y(t)] (x(t), y(t), z(t)] respectivement) doit étre étudiée séparément dans
I’ordre suivant :

Domaine de définition.
Périodicité.

Parité.

Continuité.
Dérivabilité.

Signe des dérivées.
Branches infinies.
Points doubles.

W oo N R WDNPR

Points d’inflexion.
10. Tangente a la courbe.

Puis dans un méme tableau sont regroupées les deux variations des fonctions
[x(t), y ()], [x(t), y(t), z(t)] respectivement en dimension 2 et 3).

2. Dévelopée d’une courbe :

Si une courbe U est donnée paramétriguement par~ (t) = (z(t). y(t))
alors sa developpée est donnde par la paramétrisation !

. o (") 4™ ()
{ X(t) = x(t) - T ey ) —x ey L E]

g (2= ()™=t ()
X “J - t;LJ‘] + e =2 (£ 1)

3. Lacourbure est donnée par :

_ X ®y"®) - x"®y' Ol

p(t) 3
(x2(®) +y(0))?
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Exercice 1 :
Traiter I'exemple : (Utiliser pour vérifier le graphique — graph easy).
x(t) = sin(2t),y(t) = cos(3t).
Cette courbe est appelée courbe de Lissajous voir table des courbes en annexe.
Exercice 2 :

Courbe simple avec asymptote. (Courbe Rationnelle, unicursale).

t
x®) =,  y(O)=

1—1t2’ 1—t?

Exercice 3 :

Représentation polaire :

1
T(g) = E

Sujet a préparer : Dévelopée d’une courbe.
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Solution de I'exercice 1 :
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Solution de I'exercice 2 :

rnest pas\périodigue mai s de signe quand § change de signe. La dérivée
5 ﬂm‘ﬂgx“r[ﬁj=——1d CONSTAMmment négarve. ri'es ¢ e
f-=0d’ e d'une as He est-donnée pear:li Hnd i
f .?dj-&ﬂ-%!ﬂ-présem elle estc ni Jl.mgl:u-]—a—- 1
a8t QUArion |y = ﬁﬂgﬁmmz Foest faite sur||U, +00| | guand e een —i.r
Lll!l#ﬂgﬂ en=rrdoncondune ajmﬁfd'f%m‘pﬂti?" i i::_}f, soiidomne EE'J!,! et
trace
fl F oo
igne +
variationde r | 7= | % |
cagrany v sadran!,
e PR ik SR A S R A :
i | U] | ]t
LI ]
AN
:....- _I.l_.l ; o
BF T { g
_ VIS EA e 1.
8! ket Rl o
-1 }J ¥ I
E ! )/_ ) .. b— = s |
R | cadran IV
Spirale hyperbolique
|




Résidus.

Mots clés : Théoréme des résidus, intégrale de Cauchy.

Rappel :

(Théoreme des résidus) Soient [ une fonction holomorphe sur U7 onvert
privé d'un nombre fini de points singuliers de f er un chemin ™ fermé de U7 dont Uinrérienr

contient les poinis singuliers =y, ...z, de [ alors :

j£ flz)dz =2mi Y I[y. zRes(f. =)

T E=1...p

oli {
Res(f.z) = aca(z) = 5= § | f(2)dz

T
pour fout cercle 7 inclus dans U, eentrd sur 2 ef ne contenant awcun autre point singulier
de f.

I[y,z;] est/lindice ou le nombre de fois que le chemin tourne autour du point singulier z, et a,, sont tels que :

f@)=Xt2a,(z—z)" k= 1..p.

Exercice 1 : Calculer :

f dt
i+ cos(f)

Exercice 2 : Calcul de l'intégrale :

Page3 9
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+ bhnaaa >
1
le)
— dr T 1
; ] o
11 1+ 2o asin(T)
. :‘-' I' I 7 |.
2y 2tar) g I __
pZmr _ | e sinfo)
[ loglx + 1) _
IN Tu’.r i)
. -"T]I..lr.','r.l'] e® + 1 1
4B e i - —
J_.II” I.] _.I_]_? il -r||n'_ 1 2“

Exercice 3 : Associer a chaque intégrale son schéma puis son résultat.

Rt
et o
R X
E
4
----- >
R—3e0 *

b}



Solution de I'exercice 1 :

C0s =

—t | =

e

-

um%z ‘ nitiale devient :

j" - .
%
= F[masﬁl'mllr, 1), —a 4+ v a2 — 1| Res(f,
Jr-;" i
Ennle%
' ;&-Iq
n
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Solution de I'exercice 2 :

4

. T3
(hra
4+ j; :i:r
= Re T
o 2 U Tar
2mi— Y Resf 2}
4l
I%
Iy a un sewl phle e ;_am-p!m-m. Tl rési
"aulr_:,E;—
' oit
T tosa .
}II g7 o
J s 2¢




Transformation de Laplace.

Mots clés : Transformation de Laplace, théoreme du retard, regle de la dérivée, regle de la puissance.

Rappel:
La transformée de Laplace f pour une fonction définie sur ]0, +oo[ et s complexe, est donnée par :
+

L(F©)(s) = f

o b
f®)e 8dt = lim f f(t)e tdt.
0 b—+o 0

Théoréme du retard :

flt—to) — e UL f(t))(s)

Transformée de la dérivée : 51 [ admet des dérivée & 1'ordre &

COF™ M anis) = s*CiF(t(s) — "L pot) — 20y — L — £ .
ob FE7U07) = lm,_ o+ fY571(t). D'une maniére générale si fit) est discontinue aux
points &, ... 1, on obtient :

L1 E)(s) = sCOFEN(s) — FI0T)y = 3 e [fit]) — fitg)]

t=1..m

LS F)(s) = (—10* (0™ (s).

Multiplication par des puissances de I :

L F(1)(s) = (= 1) (LA™ ().

Exercice 1 :
J'G'fﬂ'nﬂ‘c‘i‘ (J'HE’ N
24+ 2%+ 3 As+ B s+ D
T+ 212 (21251 5) T 1072 2124 h
1 1 21
s+ 1)°+1 3(s+1)" +4
et done ;

_Il:' ""..-r+2-“+:!
s+ 25+ 2) (57 + 254 5)

1
1) = qf-_' {sint + sin 2¢)

Exercice 2 : Trouver la solution de I’équation suivante en utilisant la transformée de Laplace :

d*r
— + 4x = sin(3x].
di?
Avec les conditions initiales @ xg = 0,1y = 0 pour £ = 0.

Page4‘ 3
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Exercice 3 :

Calculer:
L(tsin(at))(s).
Exercice 3 :
Calculer:
sin(at))
L(—t (s).
Solution de I'exercice 2 :
Py
.\a 414 {la) = L {511{11’\‘.
K
[ { “
“|+
(it} T
b
PR AN — _
L T o L _{"?_'_9 |§§-|--=ﬂv
Fad A0 "S i j
ST Rke | 0k
el .
(= ;‘— ind 24 :—si'tr{-ﬂt




Solution de I'exercice 3 :

flty=sina TN

1l
W
ey
—
Il
=]
g

)

B

{4

B
.
T

o

i
Olsinlafiis]l ==
X T B_§I+-ﬂ-
LY o
X I
Litsm aft || &) -"s_?'_:E = T "f .
s B st ¥ a%)
| | 1
Solution de I'exercice 4 :
M tills]|= =i =sin/t
LIS o I |
| ST / 1
i W= dir=al -
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Analyse numérique sous Matlab ou Maple.

Mots clés : Polyndme de Lagrange, fonction spline, spline cubique, différence divisée,
conditionnement de matrice, coefficient d’amplification, norme de Frobenilis, norme non-
subordonnée, programmation.

Rappel :

1 Polynéme d’interpolation de Lagrange :

La recherche d’un polynéme P, pour la fonction f aux abscisses x, x4, ..., X5, tel que :
Pixg) = flav)
Pla1) = fla)
Play) = flan)

P est unigue.
Ce polyndme s'écrit d'une maniére explicite :

Pu(x) = D L (@)f (),
i={)...n

ol
— L

fhe o e ¥
L7 () = I, ——
&Ly — &y

et est appelé polvadme d'interpolation de Lagranee.

2 Différences finies ou différences divisées :

Soit [ une fonction de la variable @ dont on connait en xy. 1, o 2.
On appelle différences divisées d'ordre 0,1, ..., n de la fonction [, les expres-
sions :
ordre 00 || = flx;) = f |4
ordre 1 |z, x| = lmlolm] flrioxg)

Ti—T
ordre 2 [x;, x| = %ﬁ“‘l = fla;x;,my
ordren  |rp, 1, .., 25 = ”Jljr_“:“'J no1] T S T
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3 Le spline cubique d’une fonction f est donné par la formule :

hi=m —xi1.i=1l..n
fle)=fri=1l.n—-1
o = f"(x0), fr = " (xn).
_,,{;a: — i1 }"‘

" (_i ¢
pile) = —fl, Ir,r;_l.) HELTS

_ (f{dh_‘]‘”' = J.E%) (x — 23]

flai) .ﬁ'r . i
+ ( m = f.l.gF) (r—mri1)

4 Programmation :

Exemple : pratique de Matlab.

1. Matrices at vecteurs
1.1. -Les diffdrentes fendtres de Matlab.
1.2. -Utilisation de I'alde en ligne.
1.3. -Manlpulation sur les vecteurs
1.4. —Construction de vecteurs
1.5. —Construction de matrices et matrices particuliéres
1.6. —Opérations sur les matrices
1. —les fichiers script et les fonctions
2.1. -Utilisation d'un fichier externe {script)
2.2, —Création d’'une fonction dans un fichier externe (M-File)
2.3. —-Création d’'une fonction (en ligne)
2.4, —Calculs sur les fonctions
3. Représentation graphigque
3.1. -Représentation d'un graphigue
4. Calculs sur les pelyndmes
5. Les boucles for, IFET whila.

Recherche individuelle sur

« le conditiennement de matrice.

* Liinterpolation.
# Les fonctions " spline’.

Exercice 1 : Vérifier les calculs sous Matlab.

Résoudre le systeme :

10 7 8 7\ /% 32

7 5 6 5 |[%)|_[23

8 6 10 9 || xs 33

7 5 9 10/ \X 31

On pose :

107 8 7 X, 32
|7 5 6 5 | *2 |23
A=lg 6 10 o " |x |t P33
7 5 9 10 X, 31
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On perturbe b de maniére a obtenir :

32,1
22,9
331/
30,9

b+ 6b =

Résoudre :
A(x + 68x) = b + 6b.
On perturbe A de maniére a obtenir :
10 7 81 7.2
7,08 504 6 5

8 598 989 9
699 499 9 998

A+ 0A =

Résoudre le systeme d’équations :
(A+8A)x = b,

puis calculer x + 6x, comparer avec la solution du systéme de la question précédente, trouver un
ordre d’erreur entre ces deux systémes puis calculer A= que peut-on en conclure ?
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Solution de I'exercice 1 :

Dans le systéme liné sl
] T i 1 * 5
rd r 0
v wF kE C a4 —r
B 0 |9 5
L | (s 1y lrl
i 10y Ty o
de/la forme :
=h
1; ution est
i 1
r oy - 1
T 1
Tl 1
si on perturl [
1 G WY
[P
22,9
4 ab anla
33,1
30,09 /)
N
I ution de
4+ Arl=h 15
Ll:l'hu
re
12 G
4 ke .
l?
1.1
1Terreur est de 'ordre de 2000/ 5i be A
i [
. § Sl —
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Exercice 2 :

(Se familiariser avec Matlab) Résoudre {7 exercice sous Matlab. Soient

dans = B4,

’f o 7 & 7 0 0 0.1 02
w75 e s 008 00 0 0
a & 6 10 9 ! a 0 -0.02  -0.11 0
l\ 5 9 g -0.00  -0,00 0 -0,02

”' 32 .1

23 -0, 1

h = 3 Lab = 0.1

\ 31 -0.1

1. Résoudre le systeme Ax = b, en wilisant la commande A\b et inv(A) + b,
guelle est la différence entre les deux commandes.

2. Résoudre le svstéme ( A+5A)(x+d0x) = b, En wrilisant la commande norm( B, 2),
calculer : 5A
a5 erpd = L ll2

Erfr = — = ¢ =
[ + dzzl Al

ETTT

et le coefficient d"amplification coe f f = S5
3. Résoudre le systéme A(x + dx) = b+ 8b. Calculer

dr. ah||.
ozl ., _ l5bly

fllly ™ bl 2

errr =

4. Caleuler & I'aide de la commande eig(A), les valeurs propres :
Al S A S A3 2 Ay,

de A

5. Calculer a I'aide de la commande eond( A, 2), le conditionnement de A,

6. Calculer la quantité wal A)errh, comparer a errr. Que peut-en en conclure ?

7. Calculer les normes || Ay, || A7, puis & 'aide de norm(B. frd'), || A| g et
remarguer gue cette derniére est non subordonnée.

8. Comparer 2 A) puis i Uaide cond( B, fro'), kg(A).
Conclusion ?

Exercice 3 :
a)Utiliser la fonction ‘polyval’ de Matlab pour tracé le ‘spline cubique’ de la fonction :
f(x) = xsinx — xcosx.

b)

Page5 1
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(Spline cubigue) Compléter le tableau puis sous Matlab résoudre
Vexercice en utilisant la saisie de guatre poinis a la souris :
I

i w | fle) | flee o] | fles wip, zige) | hy
ni ?

! 1
1 ) ¥ ':.r

! 2
2 2 ¥ ?

2 1

I 4

Montrer que dans le cas d'une spline naturelle la détermination de fl'et i passe
par la résolution d’un svstéme du tvpe :

a b ';" €
oo 9 f

Déduire les polyndmes splines cubigues dans 'intervalle vy, x1], [x1, 20| ef [x2, 23]

Exercice 4 : Utiliser Matlab pour trouver le polyndme d’interpolation de Lagrange sur un ensemble de

points de la fonction de I'exercice 3.
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Solution de I'exercice 2 :
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2

dA=0,/0,0.1,00.2;0.068,0.09,0,00,/-0.03L-0.(11, 0

-0 -
RN r
A

e} l-: arsototroanrd jﬂtﬁ'ﬁ: imdapre o ]] Fa
—RL

BIrX -rluo:*mi.'ﬁr., fVmesm iz dx, FiF

errA=-normida, 2/ dogm{Al 2§ ;

caef=errx/eren
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Solution de I'exercice 3 :

| | 1 |

Corps de programme
Il

FuneEian STL_% Tine
-u—ll;‘lt
=171
v=aparse (1n-1, 1ne1, dwones (1, 1), n=1,n=-1};
E=sparse(2in-1,1:n-2, ones(1,n-2), a1, n-11;
E=E+D+E"

- 1 L |
1 | i el Y R
AEE= v_eIf—’-ﬂf_;m t flli«h)+ 'I" anf +Lll=h}

fornctionf (L=t st

X
m=Shk’;
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function SplineCubigquet]
clldsel alll;
F— I e . r L b I o, fw] " e Wt LY
Llgure - P LY el R e e b
axis ([D 10 1070);
AXTE 7
hold - on
El+depart], Ia 1iste des points est vide.|.
i [ ]+ “—T1 |
T L 1 r Lrr* -
d'itr{’.e‘s : premier point| bouton g Ic-.lh de 14 sourlis.
disp(*relie ces pointsdans I ordre autornr drottde 13
shuris. )

ZoAjout] de point avec la souris
boutonsl;

1le bouton==1I
ﬁ%mil;
[Hi{r),’ 1 bout =g in (L}
yluL {1 0 O O I B -
e
Alli=xinli;
LY Y — iy
Ly VI
plot (X, ¥,"b="])

La programmation Matlab

Exercice 1 :

{-Les differentes fenétres de matlab) a) En wrilisani la fenéire d'es-
pace de travail (Workspace) indiguez dans gquelles classes sont les objels suivanis :
a=2+3i; b={12;34]; e=’abed';d={’PauJ'2; " Claive' 1 }
b) En utilisant Uinstruction whe ou whos indiquez les variables qui on été af-
Sfectées. Désafecter la variable a.
c) Aprés Uexercice effacer les données en mémoire en utilisant clear et vider les

fenétres de commandes, d'historigue et de travail
{edit — Clear Command Window:..)
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Exercice 2 :

(-Utilisation de I'aide en ligne) . On veur trouver comment calcu-
ler les différentes nornies de vecteurs (norme euclidienne, norme 1, norme infini), le
produit scalaire de 2 vecteurs, et le produit vecioriel de dewx vecteurs de B*. Pour

cela taper lookfor vector (dans la fenétre de commande) puis dans Uicdne help ouvrir
Matlab help et utiliser le help navigaior, index en entrant norm , dot ou cross.
{On peut aussi taper dans la fenéire de commande help norm...)
Soita = (1,3.5,1) et b= (1,1.2,2). Calculer a.b, ||al|, . [la|,. |a]|_,. puis
(1,3, 5) 1, 1,2)".

b. En utilisant 'aide en ligne sur format écrire sous forme de fractions :
21/5,1/2+ 1/3, pi.

Donier les différentes formes d’affichage d’un nombre. Tester sur le nonthre .

Exercice 3 :

(-Manipulation sur les vecteurs) Soif le vecteur ligne a=(1.1+2i,3).
Tester les instructions suivantes :a' et a aaeta. a, a(6) = 6, a/a ef a./a, normia),
normfa,2), norm(a,d ), norm{a,inf).

{Consulter 'aide en ligne pour des renseignements sur norm ).

Exercice 4 :

(-Construction de vecteurs.) Prévoir (sans wtiliser le logiciel) Ief-
[et des commandes suivantes, puis vérifier sur le logiciel.

ala=[{123];b=[1,23 ] c=[1:2:3]:d=[123] ;e=[0i];e ;e .
b)a=0:10; b=0.10; c={0: 10]; d=[0; 10]; e=[0,10] f=0.7 :3.4.
clasf0:0.0 ] b={0:0015:1]; e=[1:-015:0]; d=linspace(01,10);

d) Expliquer la différence enire les commandes : [débui : fin] ; [débui :pas : fin] ;
linspace(a,b,n).

Indiguez une méthode pour partager un intervalle borné en 50 intervalles deméme
longueur ?

Exercice 5 :

{-Construction de matrices et matrices particuliéres.) Soit

1 2 3
A_(iﬁﬁ)

a) Si Uinstruction suivante a un sens quelle sera la réponse ?

Vérifier. B = [A, zeros(2, 3); diag([1, 2]), eve(2, 4)] Quelle est la taille de B ?

b) Remplacer la derni‘ere colonne de B par le vecteur (7, 8, 9, 10) puis extraire
fa matrice correspondant aux lignes 2 et 4, ef aux colonnes 2 er 6.

c) Pouvez-vous prévoir la réponse aux instructions swivantes : A'; diag (A);
diagidiagiA)); trivfA); triliA); diag(A); rand(size(A)); evelsize(A))

d) Quel est Ueffer de Ai1,2)=0, puis de A(4,2)=5"7

Expliquez pourguoi la réponse a A{10) est 6.
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Exercice 6 :

(-Opérations sur les matrices.) a) Seient :

()|
(12 e
4 5 6 6

=

Que peut-ondirede B=A +2; C=A*7; D =A + 3 eve(size(A));

Comparer E=AA: F=AA; G= A H=A":T= exp(A); J=sgrifA); K= A
u; L=AA;M=A4A"

Quel est le rile du point dans la ligne précédenie ?

b)) Soient :

708

1 2 3
.4:(4 - G),H: 9 10
? 11 12

Peut-on calculer A*B, A.*B A*R' A.*B', B* B2?

o) Soit A = (0 j)1<icn 1< j<m Une matrice. Quelles sont les conditions pour que
A admette une matrice inverse ?

Quelles sont les conditions pour gue 'on puisse calculer la matrice :

B = (1/a; i 1<i<n1<jem?

Soit

Peut-on calculer A-1 7 B ?

%]
L =1

d) Fonctions mathématiques et matrices.
Soit A une matrice. Que représente sinfA) , asinfA) , sgri(A), log{A) ?
Essayez avec :
1 0.2 07 -1 0. 0,
A=l z L g3 |ad= =z L
a vz IR T vz 1
Que pensez-vous des réponses obtenues pour la seconde matrice ?
e) Sait A est une matrice carreé
i) Conmument former simplement la matrice A + 78961, ot Iy, est la matrice iden-
fitée.

Exercice 7 :

(-Utilisation d’un fichier externe (script)) Ouvrira partir du menu
file (new ! M_File), ou des icdnes de la barre de menu, un nouveau fichier dans lequel
vous inscrivez @ a=.5 b=pi c=a+b Enregisirer ce script : exemple.m (file- — save)

Dans la fenétre de commande vous pouvez appeler ce script en entrant : exemple.

Pour supprimer ce script on peut entrer dans la fenétre de commande © delete

exemple.m ou bien, aprés avoir selectionner le fichier dans la fenétre de Uéditeur
{Current Direciory), cliguer sur Edit - — delete.

Remargue : a partir de maintenant les exercices se feront sur des fichiers externes.
Ceci permet de les modifier facilement et les garder en mémaoire,
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Exercice 8 :

{-Création d’une fonction dans un fichier externe (M-File)) Dans
un fichier externe la syntaxe de définition d'une fonction est :

Junction [vl, ..., ym] = nom(xi,..., xn) ... instructions ot vi, ..., ym soni les
arguments de sortie et x1,... | xn ceux d’enirée.
Remarques :

Le fichier doit étre enregistré sous nom.m. et il est reconmandé d’inscrire dans le
fichier le vdle de la fonction gue I'on vieni de créer : % Cette fonction calcule... Que
se passe t-il si dans la fenétre de commande on entre : help nom ou bien lookfor nom
a) En utilisant la fonction atan2 déterminer langle polaire des poinis M =(1,-1) et N
=(-1,1)

b) Construire une fonction qui calcule les coordonnées polaive d'un point du
plan.

On appellera ce fichier polaire.m, les paramétres d enirée seront les coordonnées
d’un vecienr, et les param ‘etres de sorties le ravon et angle polaire (voir atanZ)

c) En utilisant la fonction polaive.m, construire une fonction qui calcule la mesure
de 'angle en radian et en degré de deux vecteurs du plan. On appellera ce fichier
aangle.m, les paramétres d'entrée seront les coordonnées de deux vecteurs, et la
sortie dans la fenéire de commande sera : la mesure en radian est © ...puis la mesure
en degré est : ... (utiliser disp).

d) Il peut étre dangereux d appeler angle la fonction précédente. Pourguoi ?

Calculer argument de 2 = 1 — i

Exercice 9 :

{-Création d une fonction (en ligne)) Dans la fenére de commande
la syntaxe de définition d'une fonction est :
nom de la fonction=inline( 'expression en une variable’)
nom de la fonction=inline( 'exp. en plusieurs variables” 'var. 1" . 'var n’)
Le calcul se fait par nom de la fonction (valeurs des variables).
a) Créer une fonction en ligne gue 'on notera f et qui permei de calculer :

@ -y
x? g2

suivant les valeurs de x,y. Calculer fil,-1).
b) Créer un fichier (M-file) que I'on appellera ffonction et qui permet de calculer

x—y
a4yt

suivant les valeurs de x, v.

Exercice 10 :

(-Calculs sur les fonctions.) a) Dans un fichier M-file consigner la
fonction que U'on appellera mafe définie par : 1 + x4 2% ef de facon qu’elle puisse
sappliguer d des vecteurs.

b) En suwivant I'exemple donnée dans le help d guad calculer intégrale de mafc
sur fo, 1].

c) Déterminer le zéro de majfc le plus proche de 3 {voir fzero).

d) En suivant Uexemple donnée dans le help i fminbnd déierminer le minimum
de mafe sur [-10, 10]. Tracer le graphe de mafc pour contréler.

e) §i X est un vecteur gue signifie diffi X). En suivant Iexemple donné dans diff,
tracer dans une méme fenéire la courbe de mafe (en bleu) et de sa dérivée (en rouge)
sur Uintervalle [0, 1),



Exercice 11 :

{-Représentation graphique.) Pour les représentations graphigues
veir I'aide en ligine plot et LineSpec
a) Soient les vecteurs Décrire les représentaiions graphigques suivanies :

figure(l) , plot (X)

figure (2) , plot (XX)

figure (3) , plot(X,Y)

figure (4) , plot(X,¥,": O m"}

figure (53) , plot(X,¥,”: O m", ¥, 2, "—-. % ')

b O veut oblenir la représeniation graphigue de la fonction | définie par :
flr) = e ¥ sin{dx)

sur Uintervalle [0, 2. Que représente les vecteurs suivants :

¥=linspace (0,2+%pi ,101);
Yy = exp(-x) . sin({d x);

Tracer la représentation graphique de fsur Uintervalle [0,2]. En utilisant le zoom
donner une valeur approchée du maximum de f sur [0,2]. Comment pewi-on affiner
le tracer de [ pour préciser ce maximum ?

¢) Dans une méme fenérre tracer les courbes d'dguations y = x* en rouge er
y = x?sin{x)e™" en vert sur [-1, 1].

d) Construire la courbe du plan paramérrde par

x(t) = cos(3t), y(t) = sin(24)

e) Construire la courbe de B paraméirée par :

cos(t)
sin(t) ¢ [0,10]
=1

x(t)
ylt)

{Vioir Uaide en ligne ploi3)

11 En wiilisant exemple donné dans Uaide ‘a meshgrid construire la surface
d'équation = = “i":ﬂ oitr = rl+yl+lavec -5 <z <5,-5<y<SHelun
pas de 0.2

Exercice 12 :

{-Calculs sur les polynimes.) Consulter 'aide en ligne sur poly
roots , conv, decony, polvder, polyval.
Entrer les polynimes

p=22" -’ 4 5xetqg=a+ 1.

Calculer les racines de p et g. Calcwler p° Calculer le produit p.g Calculer le quotient
et le reste de p par g. Calculer les valeurs de p en 0 et -1. Tracer la courbe d'éguation
v = p(x) sur [-10, 10].

Page6 1



Page6 2

Exercice 13 :

(-La boucle for...end) Rappel de la structure : for k= liste / instruc-
tions /end o /désigne ; o, ow un refour a la ligne. a) En utilisant 'instruction for

construive un seripts qui caleule nl. On pourra utiliser soit une fonction ((finction
[y l=fact{n)) soit I'instruction n=input( 'afficher la valewr de n')
b, En utilisant 'instruction for construire un scripts gui en fonction de 'entier n

affiche la matrice carrée A = (a; j)1<i jon 0lt a; ; = %

Exercice 14 :

(-La boucle if ... end) Rappel de la structure @ if expression booléenne
I/ seripr 1 (évalué si exp 1 vraie)/ elseif expression boolédenne 2 / script 2{évalué
si exp 2 vraie )./ else expression booléenne / script (évalué si exp vraie)f end o'u /
désigne ; ou , ou un retour d la ligne. Ecrire dans un M-file une fonction equa2{a, b,c)
qui détermine si U'éguation du second degré ax® + br + ¢ = 0 admet des racines
réelles et les calcule.

Exercice 15 :

(-La boucle while ... end) Rappel de la siructure : while expression
booléenne / script end Remarque : on peut sortir d'une boucle for, while ou if en uii-
lisant la commande break. a) Ecrive dans un M-file une fonciion que 'on appellera
fest, d'arguments k entier naturel et epsilon réel strictement plus grand que eps, et
qui détermine le plus petit entier n tel gue : ﬁr < €.

b) En utilisant une boucle while et une boucle if, écrive dans un M-file une fonc-
fion gue 'on appellera somme et d"arguments indimax et borne. Cette fonction doit
renvover le plus petit entier n < indimoax tel gue

1+1/24 ...+ 1/n > borne

lorsqu’il exisie er sinon affiche indice max arteint

c) Erant donné un entier n = 1 si il est pair on le divise par 2 er si il est impair
on le multiple par 3 ef on ajoute 1. On conjecture gue si sur le nouvel entier gue 'on
obiient on re-appligue cette procédure alors, aprés un nombre fini d'érape, on obtient
I (Acruellement on ne saif pas si cette conjecture est viaie ou fausse).

Ecrire dans un M-file une fonction que U'on appellera fonction et qui teste cette
COnfectire.
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====

™
LY
|
| |+
fi] -
o
|z
Iy 5 ] [
- ) &
I — = | = |l
0 - S I
a — ) I
4 _ — [
NCANENRE-S s > d
s TSP PP p > K
] o o M O e b - —
{ .m-___ 1] m .m_ = e un_ [
AHBHHE IR SHHNESEAN -
L& | 1N e — |l 1 [y
| [ | U T 1 W 4k |-
| AR = g S x pu
“ Fo St a &) ) 4 g
} - = I
.M H = *_il_ﬂ Il |
o 0 e e e A el il

@ @ ade(q



Solution de I'exercice 11 :
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Surfaces : Utilisation de Maple ou Matlab pour une application
informatique.

En salle d’informatique. En plusieurs TP.

Rappel :

Une boule en dimension n admet la paramétrisation suivante :

07 =)0, +oo|=]0, 7[=]0, m[x..x]0, w[x]a,a + 2]

Pour chaque n-uple (p, @1, ... @p—1) € U7, posons :
Ty = pO0S )
Ty = pSIN G CO8 2
Ty = psin g sings cos @y

Fp_1 = peing; Sinps... 8N @, 2 COB P,

Fpn = P8I0 8in @a... 8in @, o 8in @, g

Recherche individuelle.

Surfaces simples ou solides simples et tracé de courbe sur une surface.

(Indication commencer par le tracé d’une droite sur une sphére ;

colorier un méridien, un méridien oblique, ...etc.).

Classification :

1. Surface parabolique.

2. Surface elliptique.

3. Surface hyperboligue.

Page7 6
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4ieme partie Probabilité & statistique.

Notion d’événement et de variable aléatoire.

Variable aléatoire discrete et variable aléatoire continue.
Densités et lois.

Egalité de Bayes et probabilité conditionnelle.
Théoreme centrale limite.

Fonction caractéristique.

Estimation

Tests

WX N U R WDNPR

Régression
10. Simulation de lois.
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Probabilités.

Mots clés : variable aléatoire discrete, variable aléatoire continue, loi, théoréme centrale limite,
densité, formule de Bayes, événement , probabilité conditionnelle, fonction caractéristique. Loi

normale, loi log normale, loi de Student, loi de Fischer-Snédécor, loi gamma, loi exponentielle, loi de

Pareto, loi du khi-deux, loi de Weibull.

Rappel:

Distributions continues :

1. Loi normale:

X suit une loi normale ou de Laplace-Gauss N (. a?) si sa fonction de répartition est
donnée par :

1 ¥ 3 (u-p)®
bz, o) = _[ e a7 du
) o/ 2r -
sa densité par :
1 punt?
Flusp, o) = —e T
av'2w

les paramétre p et o sont appelés moyenne et variance ou deviation standard. Par suite de

la symetrie de f et comme 'intégrale de X converge E{X) = p, avec le changement de
= X-n

variable : [J = ==&

T

les paramétre g et o deviennent 0 and 1 et la densité est la densité de la loi centrée réduite :

1 " _u?
f{.r'}= E—f—mﬁ T du

2. Loilog normale:

" " . Y z .
Une variable x est dite de loi log-normale de parametres (m, o~ ) lorsque logx a une loi
normale Normal Dist (x; w, 7) ainsi la loi log normale a pour densité :

ooy =L ctomm

| x|
3. Loide Student:

La distribution de Student notée ¢ est définie par sa fonetion de répartition :

M) = 1\
T{x;v) = Wiﬁ'ﬁf—m(l+ F.'.lz) dit

ou sa densité :

L I 1\
f{u..'}——l_{%}f,ﬁ(l Fn')

v, est appelé degré de liberté, entier positif. La variance d’une distribution de Student ¢ est
—.quand v > 2.
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4. Loidu khi-deux :

la distribution du v~,(du khi-deux) est définie par sa fonction de répartition :

-

1 i u
Flapu) = Tf uT e Tdu
r{£)z= Jo

ou par sa densité :

{es =—"!;_lf'_:-;'
Fllus ) rz)E"

le paramétre y > Oest la moyvenne de la distribution ; ¢’ est aussi le degré de liberté.

5. Loi de Fischer-Snédécor :

La distribution de Fisher-Snédécor, F est donnée par sa fonction de répartition :

Flazin,m) = 5—2"}1(1) _[ uT(1+ in] dit
L0 vm 0 m

=x

o sa densité ;

1_'{ u-;ru T ;_ s n _
FDen{u;n,m)= ﬁ(—] r:"—’_(1+ —r:)
r)r(5) \m

6. Loi exponentielle :

la loi exponentielle est donnée par sa fonction de répartition cumulative de paramétre i,

ou de moyenne jui :
1 po —a
Flazp)=— evdu=1-e"
oo
ou par sa densité :

1 -
flusp)= —e™
T

pour = = 1), et 1) ailleurs.

7. Loide Weibull :

La distribution de Weibull est donnée par sa fonction de répartition :

“ I

H.- {J‘_‘: !’I_I!‘.I} - I"JE?'_” _[ ure—]!,:—“:‘.b' ‘d-H _ 1 B {:_J_"h-u

(1]
ou sa densité :

- rl—lr_._—rj"f.-_"

wina, b) = ab "u

pour x = 1), et (1 ailleurs.



8. Loi gamma:

La distribution gamma est définie par sa fonction de répartition pour & = () par l"integrale

1
BT (a) Jo

a—1

GF{xia,b) = u" e  du

[ o3 - —_ . -
ou I'(t) = Jlrp e " u'"du est la fonction Gamma de paramétres a et b. Sa moyenne est ab sa
variance alb~. La densité de la distribution gamma est donnée par :

1
bel (a)

i lﬁ—-‘,:—

b)) = gluia,b) = U

9. Loibéta:

La distribution béta pour () £ = < 1 est définie par sa fonction de répartition :
Flzyuv,w) = ;_/r w1 - ) du
T Bvw) Jo

. I - -1 . - .
o B{v.w) = [, v’ ' (1-u)""" du estla fonction béta de paramétres v et w.
On vérifie que :

Wiv.x) e B x B}, Be{v, w) = %

et que Em{%. % =
ou par sa densité :
w1 (1 - u)™
ue,w)s ————
F(u ) B (v, w)

I

Les paramétres v et w sont réels positifs et 02 » £ 1. sa moyenne est :
t+

10. Loi de Cauchy :

La distribution de Cauchy pour tout réel o et 7 réel positif est donnée par sa fonction de

répartition :
r 3 1_[" 1 -.'.l—rnr"'_lJI
{.a.rr.L}—ﬁ . +( 3 ) i
1

:rr.-:r(1+($)2)

La densité de Cauchy n'admet ancun moment.

ou par sa densité :

fluso, 3) =

Page8 0
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11. Loi uniforme :
La distribution uniforme sur [a.b] un intervalle est donnée par sa fonction de répartition :

pour a < f
0 if T

Fzia.b)=1 = if azxz<h
1 if b=

ou par sa densitédans 'intervalle [ a, &], ou e < b,

] .l'_iF T <

f{:r':u.b} = —— .l_iF == b
0 if hex

12. Loi de Pareto :
Pour v > 0, o = (,]a loi de Pareto  unilatérale est définie par la densité :

0

Jr-?'.l'!{"l} = L.Lri:.._,?.:,{.l‘}.

.i'“"’l

Pour r = 5 , o = (. la loi de Pareto bilatérale est définie par la densité :

ala+1)(s-r)"
fraslzy) = e I[J'fl'iﬂf-!-'}{:r"-“}

Distributions discretes :

1. Loide Bernoulli:

B ={,” peoil

2. Loi binomiale :
La fonction de répartition de la distribution binomiale est définie pour x entier naturel

par :
B( :} - (”) ke n-k
in,.p) = 7
i E] P
Avec une loi de Bernoulli qui régit le paramétre pavec D < p< letg=1- p.
La densité discréte est donnée par :
§ . _ L) N
BDen{x;n.p) = Py
iL
Sa moyenne est mp, sa variance est npq.

On la nomme hinomiale & cause du coefficient :



3. Loide Poisson :
La fonction de répartition de la distribution de Poisson pour un entier naturel = est donnée

par la sommation :
ol g > () est le paramétre définissant aussi la moyenne :

i ﬁ': -
N

Pdist(xipu) = 3
B

Sa densité est donnée par : :
pher
B!

pour un entier naturel ket un nombre réel u > (1. On note cette distribution P{ ).

PDen (k)=

4. Loi hypergéométrique :

Supposons que, dans une population de M éléments, x posséde un certain attribut, on tire
un échantillon de n éléments sans remplacement. Le nombre des articles qui possedent 1'
attribut dans un tel échantillon suit une loi hypergéométrique.

La fonction de répartition de la distribution (ou distribution) d"une loi hypergéométrigue
est donnée par :

M éléments dans la population, K succés dans la population et de taille »n est défini par
I"addition suivante
NP N O [y
Hdist(x: M, K.n) 51 {':f

Sa densité est donnée par :

' R
HDen(k: M, K. n) = M

(%)

oK n, et M sontentierstelsque 102k <n 0 K s M et n< M.

Exercice 1 :

On considére (2, P(2), P) un espace probabilisé et A, A,, A; et A, quatre événements sur cet

espace. On pose :
S, =YL,P(4),S; = Yi=1.4j=1.4 P(Ai nAj):
Sy = Yi=1.4)i<j<k P(4;n Ain Ay)etS, =P(A; N Ay N A3 NAY).

1) Exprimer: P(U;—;1 4 4;) en fonction de Sy, S,, S5 et S,.

2) Pendant un spectacle, on a malencontreusement permuté les 4 chapeaux qui se trouvaient
au vestiaire dans des cases numérotées. On désigne par 4;,i = 1..4, I'événement « la
personne i se voit remettre son chapeau». Calculer les valeurs de S;,S,,S5; etS,

correspondant aux événements A; ainsi définis.

Page8 2
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3)

Montrer que la probabilité pour qu’une personne au moins parmi les quatre ayant un
chapeau a I'entrée se voit remettre son propre chapeau, est donnée par la formule :
p=3S5,—S5,+S53—S,.Calculer p.

4) En déduire la probabilité pour qu’aucune personne ne se voit remettre son chapeau.

Calcul

Puis d

(D’aprés Euler et ESLSCA 88).

Exercice 2 :

er la fonction caractéristique de la densité :

1si-1/2< x<1/2
() atlleurs

f() - {

émontrer le théoréme limite centrale pour des variables aléatoires indépendantes de loi la

densité ci-dessus.

Exercice 3 :

des u

Danrs un hdpiral de la région parisienne, le nombre d'admis dans le service

recnces, au conrs de la muit du samedi est une variable aléatoire X de distribunion :
X; ] ! 2 3 4 5
plX =) 022 033 025 043 005 002

La probabilité gue la personne admise soit un omme est 0.3,
St ¥ la variable aléaroive “nombre d ' hommes admis dans le service des urgences au
colrs de la nuir du samedi”

I
2

i

Quelle est la i conditionnelle de ¥ powr X = ;7

En déduire P(Y = 4) a 107 pres.

i, un samedi soiv donné, il n'v'a gue weois lits disponibles pour les hommes et deux
powr les femmes, guelle est la probabilitéd de refuser un patient au moins ?

Dérerminer la loi de Y en supposant que X sult maintenant une loi de Poisson de pa-
rametre A = 1.5
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Solution de I'exercice 1 :

P(A ) == P(A{n A==

{ A ﬁ-:ﬂ',ﬂ‘ﬂl.)— - [-A]-R-‘A y - AgnA |)}.

|
|
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Solution de I'exercice 2 :

N 151 - s r e 12
.“. ..'_ c lSHFG.
Sa fonctio eristique est
: {ay
TETIA S E.‘Iftl‘if
e 1%

RPN I 3 sini ;) = 2oy
'P'{'P:?a'}'!li.., on normalise en posant o i =2/ 4. ainsi # =
LI béﬂﬂwq Ador au voisinage de zéro 1G_TEHE_L!£IJ

%‘[w 2 —t.l'.ﬂjZ'I' w)‘l
Alnsi = de v 'mknﬂmmﬁmmmmmmm
s'éerit
ey, ()= l:l = Ol ol n'_} "

comme on salt que

i { L+ afn)'t =
on obtient-qu

lim fy, (w)2e”

Vi
|




Solution de I'exercice 3 :
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Statistiques et pratique de R.

Mots clés : Estimation, test du khi deux, régression, simulation de lois, test de Neyman et
Pearson, test du khi-deux, ajustement linéaire, corrélation.

Rappel :
1. La statistique X:

La statistique X ou movenne empirique d'un échantillon { X, X, .. X, ) est:

- E|'-]...r| }L-'
n

51 mi, 7 sont la movenne et I"écart-type de la variable parente alors :

a

E(X)=metvar(X)=V(X)= i
n

2. La statistique X

- . - - 5
D' aprés la loi des grands nombres 52 presque sirement o2
L l—

Son biais vaut :

n-1 4
T

E(5%) =

1

Pour estimer o il est donc préférable d’utiliser Szﬁ qui est un estimateur sans biais.

3. LastatistiqueT,,_q:

L'estimateur du rapport — est souvent vi de la maniére suivante.

X-m
g

Tho1= V-1

est une variable de student & (n— 1) - degrés de liberté.
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4. Estimation de la moyenne d’une variable de Laplace-Gauss :
o SRl

- . . . , u
X est le meilleur estimatenr de me et suit la la loi N, —).
n

L'intervalle de probabilité de X

e
Plm-u,pn—=x
)

— T
sXsmtu,p—)=1-0m
n

Conduit a Uintervalle de confiance suivant @

— — T
X —ngya sm < X + gy

T
rm U

0 IHCORR !

X-m ——
O wtilise le fait gue T = T\.fn — 1, suit une loi de Student (n—1)—degrés de liberré.

L'intervalle de probabilité est
X -m
ta c —— fn-1<ta
T {]" T

L'intervalle de confiance est !

— 5 — 5
Nt jg——=sm= X +1_,
Jf21\.-"fn-—1 ’u\f

n-1

5. Estimation de la variance d’une variable de Laplace-Gauss :

oCcoRRI
T=1%
= 5w Li=l.

2
Koo

. ) . . rT ) .
X — m)? est le meilleur estimateur de o© et —5 swit la loi du Khi-Deux,

L'intervalle de confiance est : 3£ < o < 22,

|

P TREORIE !

. . nS .
12 1 r 2 . it 2
8% = ¥ WX —m)® comme T suit xo_q.

. , o q )
L'intervalle de confiance est : T— < o° £ 5.
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6. Test de Neyman et Pearson :

Soit X une variable aléaroire de densivé f{x,8), 8 est un paramérre réel inconnu, Lz, d)

drant fa veaissemblance de 'échantillon.
Hy: =1

L suppose gue o le risgue de {ére espéce est
Hy: 0= ¢ Pr qu i i

fl s'agir de rester :

COMI.

f L(x.0)dr = o = P(W[H,).

revient a maximiser— [ L{z 8)dr=1-73=P(W/H,).

S T PO
1-5_] T 8y )dar,

La région critigue aptimeale est définie
par 'enzemble des poinis de R™ rels que :

L{x.6;)

= K.
L{ I, En}

7. Test du khi-deux :

Soit une variable aléatoire X discréte divisée en & classes de probabilités :

(p1.pa. i) .

Sair n échantillon de cette variable fournissant les effectifs aléatoives (N, Na, . Ny
dans chacune de ces classes.
On a évidemment E{ N;) = np;.

Sovit done la statistigue :

D? o E(N; - wliu.-}2 .

i=1 T

Sin = oo, D? est asvmptotiguement distribué comme une variable de x:f__l et cecl
guelque soit la loi de X,
4
(N —npi)”
g
cest q dire supérieur & une valewr gui n'a gu'une probabilité o d'éwre dépassée par une

- ; . Y k ;
D'oii le test du x* : on rejettera Hy si D* = ¥, est consiaré trop grand,

variable x*.
8. Régression :

Soient {x, )}y, )i = 1...n. faire un ajustement linéaire revient i trouver une droit ¥ = az + b

. w2 .
ol | y-#"|" est minimale



La solution est donnée par :

Yr Y ‘
. ru n _ cov(z,y)

E_,ff Y vare
yE o on

E-r? E-rrfl'l ‘

b= E-l"u E Wi —g-aT-= 'ﬂ'— l‘l?!‘{j'.y}
Yri T ‘ : varT
Y¥r; n

Les sommes sont prises de (0 & n, I"élément ¥ est la moyenne.
L'ajustement est bon si la corrélation entre y et y* est proche de 1, donc sicos(y.y") = 1
c’est i dire si cos(y. ") est proche de (.
La corrélation est le nombre
cov(z.y)

corr(y.y ) = .
varrvary

Exercice 1 :

Dans une population de grand effectif on préléve d'une manidre non ax-
haustive un échantillon de 100 personnes dont on note le poids en kilogramme. Nous obre-

nons les résultars suivants ©
peids en kilogramme | 62 64 68 FO 74

nonhre de pfr.mnne.s‘l 5 18 42 27 &

1. Calculer la movenne et [écart tvpe de cet échatillon.
2. Estimer le poids moven d'une personne au seuil de confiance de 95%.

3. Au sewil de confiance de 99% est-il passible d accepter un poids moven de 67 kg.

Exercice 2 :

Un fabricant affirme qu'an moins 95% de ["équipement qu’il fournit 4 un
dépasitaire est conforme au cahier des charges. L'examen d'un échantillon de 200 piéces
maontre gue 18 pidces sont défectuenses. Que penser de affirmation du fabricant au sewil de
confiance 1% 5% !
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Exercice 3:  Vérifier les calculs puis le tracé sous R.

Le tablean suwivant figure réunit dans y la production de fer brut mondiale de 1865 a
1970.1 est le nombre d'années, x la production en millions de tonnes gui a € omis ef remplacé

par v son logarithme multiplié par H00. On soustrait a= 1890 de 1, b= 1400 de v pour aobieni
de petits nombres commodes ! la droite d’ajustement figure|25.2|a pour équation :

= 1379+ 17.04(t - 1887.5)

les movennes ef coefficient de corrélation sont donnés par :

T = 1887.5
7 = 1370
coef freg = E—{f—r}{y-—?}}
T(t-1)?
= 17.94

Exercice 4 : Travaux pratiques sur ordinateur ; simulation des lois usuelles sous R ; en utilisant par
exemple sur la densité normale les fonctions :

dnorm(x, mean = 0, sd = 1, log = FALSE)
pnorm(q, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p FALSE)
gnorm(p, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rnorm(n, mean = 0, sd = 1)
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1]

1863 1266 1367 1862 1863 1570 1871 1872 1873 1874 1875 1876 1877 1878 1872

[16] 1880 18231 1382 1553 188¢ 1333 1856 1857 1555 2880 1800 1891 1892 1393 13234
[31] 1823 1296 1297 1822 1892 1300 2001 1902 10903 1904 1905 1906 1907 1308 1202
[46] 1910
[1] 958 985 1003 1030 1077 1086 1109 2272 21180 2144 1150 1145 1152 1162 1159
[16] 1262 1227 1332 1332 1311 1298 2318 1358 1381 2413 1445 1418 1430 1402 1416
[31] 1463 1495 1525 1562 1611 1616 1614 2651 2670 2665 1739 1776 1787 1688 1782
[46] 1221

T-3
[1] -25 -24 -23 -22 -21 -20 -19 -18 -17 -16 -15 -14 -18 -12 -11 -10 -9 -8 -7
[a0] 'S .38 ‘@ [33 Zp Y @ 4 2 8 4 4 6 7 B & A0 Ay Ao
[se] 13 14 15 16 17 18 19 20

T
[1] -4941 -415 -397 -370 -323 -312 -291 -22& -220 -256 —-250 —-255 —248 -238 -241
[16] -131 -103 -66 -62 -89 -102 -B2 -42 -19 13 45 18 30 2 16
[31]) 628 95 125 162 211 216 224 251 270 265 339 376 387 288 3282

[46] 421
(t-a) 2
[1] 625 576 529 €8¢ 441 <00 361 324 289 255 225 196 169 144 121 100 81 64 42
[20) 3 25 16 9 4 1 O 1 4 9 16 25 36 49 &4 81 100 121 144
[32) 162 186 225 256 289 32¢ 3461 400
(T-al * (v-D|
[1] 11025 29260 9131 £140 6783 6240 5529 4204 3740 4096 3730 3570
[13] 3224 2856 2651 1310 T 528 ¢3¢ 53¢ S10 328 126 38
[25) -13 0 g &0 6 6¢ 340 570 875 1296 1832 2160
[37] 2354 3012 S510 3710 5085 6016 6579 5184 7258 8420
fig 25.1 - Données
=)
o
®
-
o
Q]
©
2. %
o
o ]
> <
D
o
Q]
o~
-
o
o .
=)
. 7

1870

| |
1880 1890

fig 25.2 — Regression linéaire

|
1900

T
1910
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Solution de I'exercice 1 :

[3¥]

Nows avons en pésumé les données dans le raflean suivant ©

poids en-kp x| nbree-de perspnnes -y i BT — ._']-'J b= .T-}"
o2 3 3o ] 26 T&0
¥ I8 15z L in 288
it 42 2856 ] o o
70 27 TR +2 F] s
7 & 5092 +i 1] 2HE
TOTAL T BE) S6d

R e LE L R E Y
La doulle inégaliré
[ [

s T+ 06
taf—-+1 re—+1

T —-106

nous domre wrencadrement de Ta movenne au sewilde confiance de 5% Soir:

204 2 94
GR— 100 — < m < 6%+ | 0 —
(73] S

Fa

eesradive s

G742 £ m< G858,

Adnsi le poids moven d 'wne personie prise au hasard dans la population o 95 chanees

site L 00 -de-se-trauver-compris-entre 67 42 kg e1 6858k g,
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Solution de I'exercice 2 :

La probabilifé 1t duction du fabricant soit ¢
charges est 3 muﬂ:lemm i SHIVaRTEs !

Hy = “,u.ﬂ&i::t.l.‘;.ﬂi:ﬁuﬁm e fabi :a.TMm
i arre

YioHpesrveaie, da variahle aldéarot -‘mrnghm.dﬂg.é £x0 cles.
B{imziwplE“ h g clons = ia
= HM-h-etag =Rl — b= L5
par une loi nofmale de parameétre il = np = 190 erla =, = 3.
ngm-:ﬁﬂﬂaﬂt:,f.pa. i
el Xt
308

Nous défimissons au visgue o un intervalle de Cﬁﬂﬂ? driie |

1 an sewil de o = ll% b} au| seull ¢

Nnus_muﬂ Hy sl Te =2 S'Em Mans rr g: g:
i Hydans e cas comrraire MHIZJZT: .'E‘n

=
=
b
My
B

= w3
I
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..aw_ [}
=gy AT b=
ﬂr W i
3 TIEE
= 1l -
& c .m_m
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5 =2 [l
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B SRR
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Annexe 1 : Fonctions trigonométriques.

Les notations suivantes sont équivalentes :
tanx = tg x.

cotan x = cotg x.

. eX—e™*
shx = sinh x = —

e*+e™*

h x = hx =
chx =coshx 2

thx = tanh x = shx
chx

chx
coth x = cotanh x = —.
shx

argshx =sinh™'x = In(x + /1 + x2).

Argument sinus hyperbolique est la fonction réciproque de la fonction sh.

1. Fonctions trigonométriques directes : La variable z est réelle ou complexe.

sin(m + z) = F sin(z).
sin (g + z) = cos(2).

cos(m + z) = — cos(2).

cos (giz) = 7.

tg (g + z) = F cotg(2).

2. Equations circulaires :

Vv(a,b) € R?, cos(a) = cos(b) & {aa:—blén[%;i]
V(a,b) € R?,sin(a) = sin(h) & {a ; i —'£27[T2]TL’]

2
V(a,b) € (R — (g + nZ)) ,tg(a) = tg(b) © a = b[n].

Vz € C,cos(z+ 1) =cos(z) ©cos(t) =1 1=2nm,n€ZL

Vz € C,sin(z + 1) = sin (z) © 7 = 2nn,n € Z.

3. Formules d’addition :

cos(z + z') = cos(z) cos(z") Fsin(z) sin (z').
sin(z + z") = cos(2) sin(z") sin(z) cos (z").

N _ tg@)+tg(z")
tglz+2) = 1+tg(2)tg(z")

ch(z + z") = ch(2) ch(z’) +sh(z) sh(z').

sh(z + z") = ch(z) sh(z") +sh(z) ch(z").
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th(z+2z') =

th(z)+th(z")
T 1+th(2)th(z")




Fonction f(x)

Annexe 2 : Table des primitives usuelles.

Primitive F(x)

Ensemble de définition

e*™ a eC*
chx

cosx

sinx

thx

cothx

— 2
e = cotgix +1
x™,neZ-{0,—1}

x* a €ER—-Z

x"n€eN

R

{

%e“",a eC*

sh x

sinx
—cosx
Inch x
In|sh x|
In|cos x|
In|sin x|

thx
—cothx

tg x

arcsin x

argshx,x > 1
—argch(—x),x < —1

R.

= @® # &

R.
R — {nm;n € Z}.

R.

R*.

R—{§+nn;nez}.

R — {nm;n € Z}.

R*.

R

R —{-1;1}.

1-11[

]—o0,—1[ U ]1, +oo].
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Annexe 3 : Equivalents usuels.

SiNX~,_0X In (14 x)~,0x

arcsin x~,_oX tg X~y 0X
e*~, 0l arctg x~,_,0X
Shx~,_ox thx~,_ox

argshx~,_ox argth x~,_,ox

2
x
A+x)%=1~0ax 1-— COSX~300 5

2
ch(x = D~ >

Tout polyndme non nul est équivalent en +oo a son terme de plus haut degré.

Tout polynéme non nul est équivalent en 0 a son terme de plus bas degré.
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Annexe 4 : Courbes remarquables.

Astroide Bicorne Cardoide
i (/\
( 1
K 1 -1 J
] R | 5 cosd f ¥
feos” 1, asin” ¢ asint, o s——— u“_H ]3 -lrIL]_H 7
Ovale cartésien Ovale de C Elhﬁi]li Caténaire

T

[

({1 —m*)(x + ) * 4 i',l y = ach(xr/a)
+2mier + a® — m*ct)? Er: [ — ]I—|—

da*(x? + y?) al —el =0

Sextique de Cayley Cercle Cissoide de Diocles

1N
L/

2

-2

4’\

1—4i? ; : : ! 2
'-1(.1“_'_',2}.; -1rrJ‘“_H J 2? + y? = a? ' =xI(a—x)
Cochléoide Conchoide Cycloide

2

]

i 5 1

rrﬂ”.aﬂ (x —b)*(2* +4*)— | R(t —sint),
y=urtg J—.%r axrt =1 R(1l —cost)
Figure 1
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Bifolium

|_""'-—-t-—-"'"'2

(x4 y*)*
(ax + by)x”.

= I

Folium de Descartes

¥+ y¥ = daxy

Folium de Diirer

A
Y

— qain ?
p=asin 5

Conchoide de Diirer

/

(zy + b — 3*)* =
(x +y—a) (b —y*)

Ellypse

2 2

YN
N

L

it
-

Epicycloide

A
=4

B((2 + 1)eit—
il g+! :lTJ

Epitrochoide

&

Spirale logarithmique

Spirale de Fermat

gt = a’f

bilg + et — ke'ls ™) | p = exp kit
Hypocycloide Hypotrochoide Spirale sinusoidale
]
el
ERLAN
: X

(x% +y?)*
(ax + by)a=.

(= I

¥ + y¥ = Baxy

= B
p= uﬁmé

Figure 2
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Spirale hyperbolique

Spirale d’ Archiméde

Lemniscate
de Bernoulli

1
{
E I E
]
0Tt
pP=73 p = ab p° = a’cos 26
Courbe Limacon Courbe
de Lamé de Pascal de Lissajous
] [
r—j |
|ﬁ|”J_H§” =1 p=all +ecost) I'IHiIl.f
bsinint + )
a=0b=0a#0 |a=0e>=10 0<p< % n =1
Diroite Hyperbole Parabole

V‘-
1

~

y=oar+b L:T:"r — f%}z =1 y=ar’+br+c
Trisectrice Cubique Cubigue

de Maclaurin

-1
_ gim 36
P = 2a Him 20

de Tschirnhausen

}_

27ay* = % (9a — x)

d"Agnesi

Figure 3
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Folium

9

Trifolinm

Lituus

= —hcosf+ p=ncosf(4sin®f8 —1) | p* = r—Jr;,_—
da cos fsin? #
Néphroide Néphroide Parabole
de Freeth de Newton
|
S 1
p=na(l+ 2sin {_3"‘.1 3 3t _ g3 ay” = x(x’
—2hr 4+ ), a =0
Lemniscate, huit Parabole kampile
de Gerono de MNeile d'Eudoxus
ot
-=1 g 1 } }
-3 3
1T / \
el =a(a® —y?) |yt = a® P = sy
Courbe Perle Rosace
kappa de Sluze

@ = acotf

al

Pt

y" = kia —x)

P = acos nf

Figure 4
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Tricuspide
Deltoide

-

(2 cos(t) — cos(21))
a(2sin(t) — sin{2t))

Trochoide

Rt —dsint
R —deost

Quadrifolium

= asin 26

Courbe

de Talbot
1

({a%—b*) sin? f4+a?)cost

(48

({0*—b?) cos? £ 4+b% ) sint
b

Quartique
Piriforme

Courbe
de Wartt

g = b" — [asin(#)
+4/ (e — a% cos?(0))]*

p=acos(20)/ cos(#)

Figure 5
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Annexe 5 : Table des transformées de Laplace.

Dans cette table -

C(/('.l(s>=f e~ ft)dedt

l T+in
fiy= E/ eE(Ft)(s)de
= T

C(a(!.l(s>=f e " q(t)didt

: ‘ T4ix N
alt} = —/ e L{glt)(s)dt
2xi

-

sy
%)
a
a,x son! dex réels positifs, o, 3, A sont des réels sanx restriction, k an entier , n un entier
mon mul |, v wne fraction dans [0,1)/v € Q0. 1[.

On note :
135.42n—-1) = (2n-1)"
n!l = 1L2.n
F{in+1) = rl'(n)=n!
raqa = =

Formule des compléments =

r)ril-v)=

sinew
b (.l..) = n7T
2
oy est la fonction telle gue :
r'(t)
() = ——
oult) 0

& impulsion de Dirac.

H la fonction d"Heaviside.

r I'abscisse de convergence de £(f(t)(s).

' Vabscisse de comvergence de L(g(t)(s).

7 la constante D" Euler.

Jo la fonction de Bessel de premiére espéce d'ordre n.

1, fa fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre n.
K, fa fonction de Bessel modifiée de seconde espéce d ondre n.
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n® fith Cifiedis) T
i Hit-a) S 0
2 At —na) g~ " -0
3 e ;. Rea
4 cos T;." |Errecy|
5 chat = [Rea|
G sim ot =iaT [T
7 shiovt -c_'l_.- [Rea|
8 %, Rea > —1 let) 0
9 (1—e%)" — 0
10 SR — max{Rea, Red}
|
+2(a 1 )i s+ 4] i .
11 7 2 PR T max{(l, Rea, Red]
T a— 1 )
o7 3
12 l+date™" Lz max{0, Rea}
13 e o i | max{|Tma|, |Im3|}
14 %[n # 1) — “”_I_ [T
15 t cos ot f:- [T
16 cos? af _“.":_ '_Eil'l e |Errecy|
17 .'~i]'.2-!I.Il .‘___‘_I'_I;”_.I T
I.E Er . III:!:. _ .|_. : n T |< :: m [}
|
at 1 . )"
19 e :(_I'_*J max {{), Reo )
. [k’ '
far=il...n rl

Figure 6




Pagel 1 0

20

In "

max{ Reo, Red)

21

arctan =

|II'.'I'I'I

bl ]

1 s4ex
?]]l r——

Ren|

23

2|Imal

=0

a ,.-'";_f o

STRY

Figure 7
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a0

E¥|

Osidz=0
AMA=0

—a(i-err (52))

(2]
— 2T 1 —T
33 erf ( AT ) oY 0
+I'_‘ |.'.:'|/,
[1—¢ rf_[ 2:__?
— AT ]
- \rZ| =
34| + (r +2) e 0
p (2]
(1-err(5%))
_j I."I Lf _h_- -
35 L = 0
P

36

-

12t {1 — er f (AVT))

Osi A =10

Mo

37

1

waxt

._-E'\':r (1— rf (AvT))

M=

38

a(t)
_

Wt

+A%eM (1 = erf (AVT))

Osidh =10

AMA=0

L
{ Osih =10
{

39

erf( A1)

Figure 8
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Inlis)slns

0| H2=-1-3) +llns+s 0
—In v'2m
41 | Inf Latmns 0
&+ 1
O 1| ¥ ( —J
il R f{—wl’giJ ’
43 I|'— i (s +a) — i (5) ]
44 [ t"Int, (Rea = —1) IL” 1) { I-lll[n__]ll J 0
45 rj_, (a = 0) -2~ " Ei(—as) i
|I i = ! =
46 | arctan f 1 \sn (1" il
8 — o8 sSis)
47 | Eif-t) ITn (1 + &) 0
48 | Ci(1) - In(1+ 57) 0
49 | Sif1) I— arctg & 0
wos f x val+t+l4s %
30| — [— | 0
52 | Ci) +— [“I AN 0
53 | Sit) L [v _'_ s T 4
54 | La(t) (=T 0
35 | fir) périodigue de période T | —=~ fl — _Il;l e T f()dt |0
56 | 2 —p. o 018 — na) J; 0
57 —n=0...o [_]]”'ﬁ (f _””] 1 rJ B N
58 | 2o o (—1)T H [t — na) - 0

Figure 9
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jo | 2% 0ome B[t — @ — Zna) :I_IL— 0
n=0...0c -
& E_EI.- I.:..'\_r'-_]-:l- X 1 i
dif—a— 2nal ch as
dlx) +
Al Y . th a: i
23 p=g.m (—1)" 6 (¢ — 2na)
EE” l:___\__r,l[l'—r.'—'_).'.llr] _
2 P L—‘:lllr—‘ max{t', 0}
Hit—a— 2na) -
2 g LT
63 g{t—a —2na) —h—"'i_hf’”:':"‘ max{t’, 0}
b4 L]
Hit—a— 2na)
g2y, o (=1
(t — Zna) L
i 1 ) Liglthsith as My r, [F}
H(f — 2na)
65 ;_r ,IIL-J‘L e '=_'-,!."-[||'h."'n' %E[_r,ll't.f][ r) ri?
v ! W E
66 | [° 2l dw Le(g(t)(Ins) er
67 | DH(t—1] -Ei(-5) i
68 | ZH(t—1) e~ *+sEif-5) 0
£0 %_H[r—.r] Vo (L—erfvas)) |0
\-
70 %_H (o —1) V' zerf (as) 0
y
7 [ tH(1L—#)+ H{t— 1) Lo 0
72 [ IntH(t - 1) “ZFi[—s) 0
[T Fas—s
73 | J..(at) Wt 0
2?87+ a7
Figure 10
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Annexe 6 : Tables statistiques.

I .00 .01 .02 TNTH o104 [ moT NS
T [ 05000 | oa0dn | 00080 | 6120 | Unlalh | 0510 THITH | D53l

.1 | 05398 | 0.5438 | 0.5478 0.5557 | 0.5508 05675 | 0.5714

.2 | 05783 | 0.5832 | 0.58T1 0.5848 | 0.598T 06064 | 06103 | 08141
0.3 | 06178 | 06217 | 0.6255 0.6331 | 0.6368 | 06406 | 06443 | D6as0 | 06517
4 | 06554 | 08591 | 0.8628 06700 | 0.6736 | 0.6772 | 06808 | D6R44 | 0.GETD
5 | 06915 | 0aean | owess | ooTols | 07064 | 0.TO0SE | 007123 | D.TIST | 0LT180

6 | 0.7257 | 07291 | 07324 | 0.7357 | 07389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7488 | 0.7517

.7 | 0.7580 | O.TE11 | 0.TE42 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 07784 | o723 | 0.7RA2
e | D.TESL | 0.TRL0 | 0.THE 0.7895 | 0.E023 | n.e0s1 | nsoTe | nsloes | o.s13s
0.8 | 0.5150 | 08186 | 08212 0.82684 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 08365 | 0.8380
T | 0EIIT | ORIIE | ORI0T | UT.8d8T | AR | UEGEl | UEasd | ORmTT | 0Esgd | 0262l
11| 08645 | 08665 | 08636 | 0.8T0S | 0.BT2S | D.ETA9 | D.ETTO | D.8TS0 | D.EE10 | 0.8E3D
1.2 | 0.8840 | 0.2R6H | 08828 | 0.8007 | 0.8925 | OD.R944 | D.B9EZ | D.8080 | D.EOGT | 0.9015
13 | n.e03z2 | 09048 | 08066 | 080082 | 0.0088% | 09115 | 0.8131 | 09147 | 09162 | 09177
L4 | n#182 | 08207 | 08222 | 089236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 09292 | D930 | 09519
1.5 | 09332 | 083 08357 | 0.0370 | 0.92382 | 0.0384 | 0.0406 | 09418

LA | D452 | 0.4 08474 | 08484 | 0.89495 | 08505 8315 | naeszs

1.7 | 09554 | 09564 | 08573 | 0.9582 | 0.0501 .B5E0G BEDE | nodlE

LE | 08641 | 09645 | 08656 | 0.0664 | 0.9671 | 0.0aTR | D.06RE | 09693 0.9706
1.9 | 08715 | 09719 | 08726 | oa7az | 09738 | 00744 | 08750 | 09756 08767
20 | 08772 | DO7TR | DO7ES | ULOTRE | 0.0703 | O.0THR | O.0803 | D008 | DORIZ | 00817
2.1 | 09821 | 09826 | 09830 | 0.0834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9848 | 09850 | 09854 | 09857
2.2 | D9E61 | 08864 | o9s6s | 09571 | 09575 | 0.8878 | 0.9881 | DoEs4 | passT | o.ssso
2.3 | 09893 | 0.9R9E | 0.9RIR 0.0904 | 00908 | o.peos [ psoll | psois | oo0ls
2.4 | 09918 | 089920 | 0.on22 0.9927 | n.es2e | oees1 | oseosz | ososs | o.osds
2.5 | D938 | 09940 | 09941 0.9945 | 0.9%46 | 09948 | nsods | psss1 | osssz
2.6 | 09953 | 09955 | 0.9956 0.085% | 00960 | 00961 | 0oz | pooes | o.o0ad
2.7 | D.9965 | 08966 | 09967 0.096% | 0.8 | oestl | psatz | psats | oseTd
2.8 | 09974 | 09975 | 09976 0.9977 | 0.8972 | n.ete | 0ea7o | 09080 | 09081
2.0 | 09981 | 0.89a2 | oonsz 0.9984 | 0.9984 | n.pess | pseoss | oseoss | o.o0se
EA TansT | D-anET (.00RE | O.0959 | O.09RG | D.0080 | D090 | 096580
3.1 090991 | 0.9991 0.0992 | 08902 | opeez [ peosz | oeoes | o.ooos
3.2 08093 | ooesd | 09994 | 00804 | 00984 | 0.0984 | 09995 | 09995 | 09995
3.3 08995 | 09995 | 0.9996 | 0.9906 | 09996 | 0.0996 | 09996 | 09996 | 09997
3.4 080997 | o.ons7 0.9997 | 0.8907 | 0907 | 0eo97 | ososr | o.ooos
3.5 08098 | 0oess | 0.9998 | 0.0808 | 00902 | 0.0998 | 09998 | 09998 | 09998
.6 | nooss | oaeds | osose | ooses | oosss | 00999 | o.9ses [ osess [ psoss | o.goso
2.7 | noosn | ooaogs | ogose | o.osos | o.os0s | 0.ogeg | ooges [ oooso | psoss | oo.oooo
3.8 | noosn | oowege | ososse | oosos | oosos | oeges | ooges | ososo | ososs | oo.oooo
3.8 | Looon | Loooo | looeo | looog | oLoooo | Looog | 1oood [ Lonon | roooo | 1.0

Figure 11 Loi normale centrée réduite
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Figure 12 Loi binomiale p=1/2.
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0,004 AN E LD o151 0304 (0,54} 1,654 0,544 (L4941 4942 0,956
0.0z LR (L03R 0,105 0.227 0402 0,558 0,773 (LR95 0,042 098G
0,00l LR 0,025 0,o7x 0.1a6 0,315 0,50k 0,685 (LR34 0,928 0975
0.0ol LULLIES L0135 L0458 0119 0,240 D447 0,593 0,760 LB 0,952
A2 L01 0,03z 00154 (0, 180} 0,324 0,500 (L6876 R0 D916
ANH LLRE T oozl 00158 0,132 0,252 0412 (L5885 0,748 0,568
AWk LERLIE] Dok 00139 (.4F5 0,192 0,332 0.500 668 0,EDE
L2 0,008 00126 0447 1,143 0,262 416 {1,584 0,738
(L1 0,003 0.x17 0447 i, 105 0,202 0,339 A, 54N} 0661
L1 0,003 001 0432 0,076 0,154 0,271 419 0,581
0,002 0007 422 0,054 0,115 212 0,345 0,500
0,001 0005 044 0,038 0,054 0,163 0,179 0,423
0,001 00013 [UELITY D026 0061 0,124 0,221 0,351
0002 LUEL ] RN E 0,044 442z 172 0,286
0.1H ULL RN e 0031 (L5 0,132 0,215
0.0KH ULV E] 0,008 0021 049 A, L{M} 0,181



Pr[X = x]

] T IIEE 135 o (R R}
1 0004 0001 00404 3841 5.024 6.635
2 0.020 0.051 0103 5601 7.37TE 9,210
a 0115 0.216 0.352 7.E15 09.548  11.345
4 0.297 0.48d 0.711 n.4R&  11.14%  13.277
5 0.554 0.531 1145 11070 12.83%  15.086
i 0.572 1.237 1635 12,592 14,449 16.812
7 1.238 1,650 16T 1407 16.015%  18.475
& 1.646 2,180 2783 15.507  17.535  20.080
9 2.088 2700 1325 1R.91%  18.02% 21660
10 2.558 3.247 1040 1207 20483 23.209
11 3.053 3.616 4.575  19.67%  21.920 24.725
12 3.5T1 4404 5228 21026  23.537  26.217
13 4.107 5000 5802 22362  24.TAE  IT.6EE
14 460 5.620 6.571  2E.6R5  ZA.110 29.141
15 5.220 f. 262 T.261 24906  27T.48F 80578
14 5.E12 i 00 TOG2 26206 2E.E45 S2.000
17 6. 408 7.564 EG72  2ITSRT  30.191 33409
18 7015 8.231 93000 2E.E68 31526 34.805
19 7.633 B.OO0T 100117 30144 32.832  36.191
an . 260 9.591  10.851 31410 34170 3T.566
21 B.EST  10.283%  11.581 32671 35470 38.932
22 0.542  10.882  12.3%3 35924 36.TA1 40.2E9
a3 10186 11686 13.081 35172  38.07T6  41.638
24 I0E56 124001 13848  36.415  30.564 42,980
25 11524 13.120  14.811  37.652 40.646  44.314
24 12.108  13.844  15.378  AB.8R5  41.82% 45642
a7 12,879 14.573%  18.151 43.195  46.983
R 15,565  15.308  16.928 14461 48278
a0 14.256  16.047  17.708 45.722  49.5F8
an 14953 16.791  18.483 48.970 50,802
1 15.655 17.538  19.281 Am.237  52.101
a2 16.362 1R.291  20.072 49,480 53.4F6
a3 17.074  189.047 20,867 50.725  54.TTH
34 17.76% 10806 21.064 S1.066  GO.061
35 1E.508 20568 22,465 53,208  5T.342
a4 16,233 21.836  23.269 54.437  GR.G19
a7 10,860 22,106 24.075 55.66E  59.803
a8 IN.691 F2ETRE  24.884 SH.ESE B1.162
A4 21.426 654 25.605 5R.120  R2.428
a0 22,164 24433 26.509 50,342 B3.601
11 220906 5215 27.326 60.561  B4.950
12 FR650 5090 28144 61.777  B6.206
43 243958  PA.TAR 28965 62,090  RT.459
14 25.148 27576 29.7ET 64.201  BR.TIO
45 25401 IR.GG6 50612 65.410  B9.95T
16 FEE5T  FOIG0 31.439 BE.BLIT 71201
a7 37416 20056 32268 67.621 72443
18 2E.1TT  30.755 33088 69,023 TA.683
19 26941  31.555 33.930  66.339  T0.2227  T4.919
50 20707 32857 #4764 67505 TL.420 TH.154
Figure 13 Le khi?
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Pr[X = x]

Iz Tl T0%n (i} TN [V b T
51 50,475 33162  A5.600  GR.GGD T2 616 TT.366
52 %1246 33964 36.437 60832 THA10 TH.G16
53 42018 34.TTG AT.2TR TO.60% 752 79,843
5l 32793 35580  3B.116  T2.153 TH.192 B1.069
55 %3570 36308 AR08 TE.311 TT.ARD 2,207
S %4350  AT.212 30801 TA.AGE TE_S6T F3.513
a7 %5131 38027  40.646  TH.624 TH.T52 §4.T33
58 %5013 38844 41492 TE.TTE B850 5950
50 SG.698 39662  42.330  TT.94E1 B2.11T BT. 166
0 AT.485 40482 4318 TO.082 BA_208 BE.ATO
a1 %8.273 41303  44.038  80.232 B4.476 9501
(it S9.063 42126 44.880  #1.381 B5 654 o &0z
i %9.855 42950  45.741 #2529 B6_230 02010
il 40,648 43776 46.595  B3.675 FE_0H04 03.217
a5 41444 44603 47450 #4821 BO1TT 04,422
it 42,240 45431  4R.505 #5045 0349 05626
a7 13.038 46261 49,162 A7.108 a1.519 0. A28
it L3838 47002 A0.020  AR.350 0% g 08 (28
it 14639 47924 S0.8TH &0.301 a1 856 09,228
T 45442  48.TEA  AL.7T30 90.581 a5.023 100,425
71 16,246 49502 52600 91.670 a6_189 101621
T2 AT.051 50428 55462 92808 at.a5i  102.816
T3 AT.B5R 51265 54.825  95.945 98516 104.010
T A8.666 52101 55180 95.081 a9aTA  105.202
TS 520942 S6.054 96.217  100.833  106.303
Th 54.TEZ  S6.020 97.451  101.999  107.583
77 54623 5T.TEG 98484 103158 108.771
TR 55.4BG  AR.AASL 90617 104316 109958
70 56409  50.522 100749 105473 111.144
&0 57153 60.391 101879 106.629  112.329
a1 5TO908  61.261 105010  107.783  113.512
az SEAAS 62132 104135 108957 114.605
a3 50602 63004 105267 110.090  115.876
ail A05400  G3.ETE  106.395  111.242  11T.087
a5 G138  64.740  107.522 112383  118.236
26 62239  65.62% 10R.648 113544 119414
a7 A308G 66495 10D.TTE 114608 1205001
a8 63941 67.873 110898 115841 121767
&0 64708 68240 112.022 116989 122943
a0 A5647 60126 115.145 118138  124.116
a1 A6.A01  TO.O0E  114.268  119.282 125289
92 ATA56  TO.EEZ 115400 120,427  12@.462
a3 A8211  TL.TG0 116511  121.571  127.633
a4 G5.068 A9.064 TIZ.E4D  117.632 122715 128803
a5 G5.ROR  AD.925  TH.E20  11R.TS2 123858 129973
96 BE.TH0  TOUTES  T4.401  119.8T1 125000 131.141
a7 RT.A62  TLA4Z  TH.2ZH2 120900 126,141  1532.309
a8 GA.A9G  TEZA0L  TR.IGL 122108  127.282 133476
94 A9.230 73361  TT.046  125.225 128422 134642
10 TO.O65 74222 TT.020 124.842 129561 135807

Figure 14 Le khi?
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vl oo 0,0l 2 (L05 0.1 0z 0.3 04 0.5 0.6 07 ] [
I a3 657 ATETT 2T 6,314 TR 1561 [3Th I [\ e 05T O35 [N k4
2 9925 i, S65 4,303 292 1,586 1,386 1,061 LR 617 0445 0,289 0,142
3 5541 4,541 3,182 2,353 1,638 1,25 0,978 0,765 584 0424 0277 0,137
4 4,604 3,747 2,774 2,132 1,533 (. 0,941 741 569 0414 0271 0,134
5 4,032 1,365 2,571 2015 1,476 1,156 w2 0,727 0,559 0408 0267 0,132
G a0z 1,143 2447 1943 .44 1,134 0,906 o718 1,553 0404 0265 0,131
T 3499 1998 2,365 1.895 1415 L% 0,55 w711 1,549 0402 0263 0,13
k] 1355 1,504 2,304 1,56 1,397 1108 0,58 0,706 1,546 01,399 0262 0,13
g 325 1,811 2,262 1.B33 1,383 11 0,583 0,703 1,543 0,398 0261 0,12
L1] 3169 1,764 2,228 1.812 1,372 1,093 0ETS 0.7 0,542 0397 0,26 0,124
11 3,106 1718 2,201 1.796 1,363 1,088 0,E76 697 (.54 0.396 0,26 0,124
12 3055 1681 2,179 1,782 1,356 1,083 0,873 645 539 0,395 0,259 0,128
13 iz 265 2,14 1.7371 1,35 1,07% BT 6494 0,538 0,394 0,259 0,128
14 2977 1624 2,145 1.7al 1,345 1,076 0,568 0,692 0,537 0,393 0258 0,128
15 2947 1,602 2,131 1.753 1,341 1,074 0, B 641 1,536 01,393 0258 0,128
6 2971 1583 2,12 1.746 1,337 1071 0,865 649 1,535 0,392 0258 0,128
17 IR08 1567 2,11 1,7 1,333 1,068 0,563 {,6EY 0,534 0,392 0257 0,128
I8 IETE 1,552 2,140 1.734 1,33 1,067 0,862 ,GHR 0,534 0,392 0257 0,127
14 36l 1,539 2083 1.720 1,32 1,066 0,861 {,6HE 1,533 .391 0257 0,127

L) 1845 1,518 2086 1.725 1,315 1,064 LB 6HT 533 0,391 0,257 0,127
11 1511 1518 208 1.721 1,323 1,063 0,854 ,6RG 0,532 0,391 0257 0,127
p.r 1R19 1508 2074 1.7917 1,321 106l 0,558 {,6RG 1,532 0,39 0256 0,127
13 IE07 25 20649 1.714 1,319 1,06 0,858 GBS 0,532 0,39 0.256 0,127
24 2797 1492 2.4 1.711 1318 1,058 0,857 GRS 1,531 0,39 0.256 0,127
25 2787 1485 208 1.70% 1,316 1,058 0,856 ,6E4 1,531 0,39 0256 0,127
6 2779 1479 20056 1706 1315 1,058 0,856 1, GE 0,531 0,39 0256 0,127
n 2771 1473 2052 1.703 1,314 1,057 0,855 LR 1,531 (1,389 0256 0,127
28 2,763 1467 20458 1701 1,313 1,056 0,855 ,6H3 0,53 0,359 0,256 0,127
o 2756 1462 2445 1.699 1,311 1,055 0,854 683 (.53 0,389 0256 0,127
u 175 1,457 2442 1.697 1,31 1,055 0,554 {683 (.53 01,389 0256 0,127
44 1704 1423 201 1684 1,303 1,03 0,851 GHE1 0,529 0,388 0255 0,126
Bl 1,66 .34 2 1671 1,296 1,046 0,548 674 1,527 L3857 0,254 0,126
120 2617 1,358 1.9% 1658 1,289 1,041 0,843 677 526 0,386 0,254 0,126
1M} 257h 1326 14946 1645 1,282 1,036 0,842 674 0,524 (1,385 0253 0,126

Figure 15 Loi de Student de degré de liberté v et de coefficient a.
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24 4,26 14 X 1,61 .51
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p) 4,18 333 x93 17 2,58 243
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Figure 16

La loi de Fisher de parameétres v1 et v2
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