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« Nea onnim no sua a, ohu' »

1. « Celui qui ne sait pas peut savoir en apprenant », Adinkra (symbole originaire du Ghana) du savoir, de I’éduca-
tion permanente et de la quéte continue du savoir
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1.1

Formules de Taylor

Etant donné la facilité de manipulation qu’apportent les polynomes, on peut chercher a approcher
une fonction par un polyndme et a trouver une majoration de la différence entre la fonction et le
polyndme.

Théoréme 1.1 — Formules de Taylor. f ¢ €"*!(I,E), avec (a,b) € I?

" (x—a k
Taylor-Young  f(x) = Z ( ) f(k)(a) + o((x—a)")

T (x) Reste intégral R, (x)

— o) 1)
(x k'a) f(k)(a) + '/a (xn!t) f(n-‘rl)(t)dt

Taylor-Laplace f(x)= )

(x—a)k+! f()l %f(kﬂ) (1 —u)a+ ux)du

_ 1)k o n+l
Taylor-Lagrange N (f(b) —f(a) _kgé 7 k!a) & (a)) < llZn—:l‘l)! lab] (D)

p ) La plus utile dans le cadre des développements limités pour I’étude locale d’une fonction
reste tout de méme la formule de Taylor-Young.

= Exemple 1.1 Appliquons la formule de Taylor-Young & la fonction exponentielle, pour a = 0,
a 'ordre n. Les dérivées sont évidemment vite calculées puisqu’elles sont toutes identiques, et
valent 1 en 0. On en déduit que

n 2 3

xk xX° X x"
ex—kgaa—l—o(x")—1+x+5+g+---+a+0(x")

. Graphiquement, les polynémes Tp(X) = 1,71(X) =1+ X, (X)) =1+ X + %Xz etc, sont les
polyndmes dont les courbes sont les plus proches possibles de la courbe de I’exeponentielle en
0 pour chaque degré. En pratique, ces courbes vont ficollerz a celle de I’exponentielle de plus en
plus longtemps au voisinage de 0. On peut prouver la convergence de 7,(x) vers ¢* quelle que soit
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la valeur de x, mais ce n’est pas notre but cette année (et ca ne découle en tout cas pas du tout de
la formule de taylor-Young). Une petite illustration avec les premiers polyndmes de Taylor et la
courbe de I’exponentielle :

f(x) — Ty

T

40 | —1n

I3

e
20 |

‘ X
4 2 2 4

1
» Exemple 1.2 Effectuons les mémes calculs sur la fonction g : x — 1% On calcule g'(x) =
1 " 2
-2 & 0=

n!

W. En particulier,

et on prouve par récurrence que g (x) =

g"(0) = n!, et la formule de Taylor-Young donne alors

n
=Y Fto@) =T+x+x+ - +x"+o(x")

. Ce n’est pas une grande surprise, on sait depuis qu’on a appris a étudier des suites géométriques
n _ xn+1 1 o ) )
que Z X = 1 =7 +0 (x”+1 ). Ici, bien évidemment, la suite 7,,(x) ne peut pas conver-
—X —X

ger vers = pour toute valeur de x puisqu’on aura déja de gros problémes quand x = 1. En fait,

la formule de la somme géométrique permet de prouver facilement que la convergence n’a lieu
que si x €] — 1, 1[. Une illustration graphique :

4 4
f(x) — I
T
- T'2
3 T
_ 1
1—x
2,,
1
It x\
—1 —0.5 0.5 1
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Definition 2.1 On dit que f : I — R admet un développement limité d’ordre n en x s’il existe

un polyndme P de degré n, a coefficients réels, et une fonction € : I — R tels que :

Vxel,f(x) =P(x—xp)+ (x—x0)"€(x) et lim &(x) =0

X—rX0

Autrement dit, on a f(x) = P(x—xg) + 0 ((x —x0)"). On dit alors que P est la partie réguliére
d’ordre n du développement limité, et f — P le reste d’ordre n.

Théoreme 2.1 Toutes les fonctions usuelles suivantes admettent des DL a tout ordre en O ,
donnés par les formules suivantes :
n k

1, 1 1
—_— x_ p—
e k‘+0( ") = 1+x+2x +6x tot "+o(x")

= Zxk—i-o(x”) = 1+x—|—x2+---+x"+0(x")

_Z D o) =1—x+x+---+ (=1)*"+0(x")

z 52 1 1 x"
— In(1+x) :Z k+1k o(x”):x—§x2+§x3+---—|—(—1)"+1;+0(x”)
o 1), (a—k+1 .
- (1+x) Z ( ) k'( ) k+0(x)
k=0 :
—1 —1)...(ax— 1
:1+%x+$x2+...+a(a ) n'(a nt )x”+o(x”)(ocdésignant

ici un réel quelconque).

p ) Toutes ces formules découlent immédiatement de la formule de Taylor-Young.

p ) Rappelons un résultat trés important : on peut intégrer un développement limité, mais on ne
peut pas dériver un développement limité en général : il se peut que f admette un dévelop-
pement limité dordre n, et que f’ nait pas de développement limité dordre n — 1.
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Definition 3.1 Soit F une fonction définie sur /. On dit que F est une primitive de f sur /
lorsque F est dérivable sur / et que

F'=f

— y' = f signifie que, pour tout x € 1, y' (x) = f(x).
— Si une fonction admet une primitive sur un intervalle, celleci n’est pas unique.
— On ne peut pas toujours expliciter les primitives d’une fonction continue sur un inter-

2
valle : c’est par exemple le cas de x — e

= Exemple 3.1 x — x? et x — x> + 1 sont solutions sur R de 1’équation différentielle y' = 2x
d’inconnue y.
Ces deux fonctions sont donc des primitives sur R de la fonction x — 2x. "

Théoreme 3.1 (admis)
Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

Proposition 3.1 Si F est une primitive de f sur un intervalle /, alors les primitives de f sur / sont
les fonctions G définies pour tout réel x de I par G(x) = F(x) +k ol k est un réel.

Démonstration.  — Soit F une primitive de la fonction f sur I et G une fonction définie pour
tout réel x de I par G(x) = F(x) + k o k est un réel.
Alors, G'(x) = F'(x) +0 = f(x) donc G est aussi une primitive de f sur /.
— Soient G et F deux primitives de f sur I montrons qu’il existe un réel k tel que pour tout
réel xde I, G(x) = F(x) +k
On considere la fonction H définie sur I par H(x) = G(x) — F(x) alors,

H'(x) = G'(x) = F'(x) = f(x) - f(x) =0

H' est la fonction nulle sur I ce qui signifie que H est une fonction constante sur /.

Ainsi, pour tout réel x de I, H(x) = k ol k est un réel. Soit G(x) — F(x) = k donc G(x) =
F(x)+k.
[ ]

Proposition 3.2 Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle /. Soit xp un réel
de I’intervalle / et yo un réel quelconque.
11 existe une unique primitive F de f sur I telle que F(xp) = yo.
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Démonstration. Si G est une primitive de f sur /, alors toute primitive F' de f sur I est définie par
F(x) = G(x) +k avec k réel.

La condition F(xg) = yo s’écrit G(xo) +k = yo d’ott k = yo — G(xp).

Il existe donc une seule primitive F de f sur I telle que F(xo) = yo, définie par F(x) = G(x) +yo —
G(xo). [

p | Lacondition F(xo) = yo est parfois appelée condition initiale, en référence a certaines situa-
tions rencontrées en physique.

Si on connait la courbe ¥ représenta-
tive d’une primitive de f sur I, alors les
courbes des primitives de f sur [ se dé-
duisent de € par une translation de vecteur

kf ol k est un réel.

Un point M(xp;yp) étant donné, il
n’existe qu’une seule courbe %F
de la famille passant par ce point.

Primitives et fonctions de référence

A I’aide des dérivées des fonctions de référence, on obtient le tableau suivant des primitives.

f est définie sur [ par ... une primitive F est donnée validité
par
f(x) = a (a est un réel) F(x) =ax sur R
n+1
f(x) =x" (n est un entier F(x) = ’:+ 7 sur R
naturel)
1
flx)=— F(x) =Inx sur ]0; 4-oo]
x
f(x) =expx F(x) =expx sur R
f) = F(x) =~ | —e30] ow sur 0;-+<c|
X)= > X)=—= sur | —eo; 0| ou sur |0; oo
x? x
f6) =+ entier.n>1) | F() 1 | —20;0[ ou sur 0; oo
x) = — (nentier, n X)=———— sur | —o0; 0 ou sur ]0; +oo
x" (n—1)x"—1
1
flx)= 7 F(x)=2yx sur ]0; +oo]
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3.2

Primitives et opérations sur les fonctions

Proposition 3.3
1. Si F et G sont des primitives respectives des fonctions f et g sur un intervalle /, alors F + G
est une primitive de f + g sur /.
2. Si F est une primitive de la fonction f sur un intervalle / et o un réel, alors aF est une
primitive de o f sur I.

Démonstration. Si F et G sont des primitives respectives des fonctions f et g sur /, alors F' + G et
oF sont dérivables sur /.

1. (F+G) =F +G' = f+gdonc F + G est une primitive de f + g sur /.

2. (aF) = aF" = af donc aF est une primitive de o f sur 1.

|
Contrairement a la dérivation, il n’existe aucune formule permettant de calculer une primitive
du produit ou du quotient de deux fonctions.
. . PO 2 3
= Exemple 3.2 Soit f la fonction définie sur |0; +oof par f(x) = x*— —.
X
3

X
La fonction u définie par u(x) = x> admet comme primitive la fonction U définie par U (x) = 3

. . 1 N .
Sur Pintervalle ]0; 4o la fonction x — — admet pour primitive la fonction x — Inx. Donc sur
x

3
I'intervalle |0;+oo[ la fonction v définie par v(x) = —= admet comme primitive la fonction V
X

définie par V(x) = —31nx.
Donc la fonction f = u+ v admet comme primitive la fonction F = U +V définie par F(x) =
3

% —3lnx. .

p ) Voici deux exemples qui illustrent la démarche que vous devez avoir quand vous chercher
des primitives.

— Cherchons une primitive de g(x) = 6x°.
On sait qu’on obtient la partie "x>" en dérivant x>.
Plus précisément, la dérivée de x> est 3x°.
Pour obtenir g(x) il reste donc & multiplier par 2.
Ainsi la fonction G définie par,

G(x) = 2xx°

est une primitive de g, car on a bien en dérivant,

G'(x) = 2x3x* = 6x% = g(x)

2
— Cherchons une primitive de h(x) = —.

X
1 1
Comme la dérivée de x — — est x — —— on voit qu’il suffit cette fois de multiplier
X X
par-2;
1
soit H(x) = —2x —, alors
X
-1 2
H((x)=-2x—===h
(1) = —2x 5 = 5 =h(x)
2 S 2
et donc H(x) = — = est une primitive de (x) = —.
X X
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3.3 Primitives et composition de fonctions

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et u’ sa dérivée.
Soient v une fonction dérivable sur un intervalle J telle que u(x) € J pour tout x € 1.

Fonction f Une primitive F est donnée par. ..
f=uu F= 1uz
2
o ] un+1
f=u'u" nentier,n >0 =
n+1
f=uexpu F =expu
u/
f = — ueststrictement positive sur / F=1Inu
u
u , 1
f=-5 wunes’annule pas sur / F=—-
u u
u' 1
f=— (nentier,n >2)u#0surl F=-— :
u (n—1u"~
f=0ou)xu F=vou

= Exemple 3.3 Déterminer la primitive F de la fonction f définie sur R par f(x) = xe! = telle

que F(1) =0.
Soit u la fonction définie pour tout réel x par u(x) = 1 —x? alors ' (x) = —2x.
Ona:

1

1
F) = =3 x (~22) x e soit f= —5 xule!

Une primitive de f sur R est la fonction F' définie pour tout réel x, par

F(x)=

ou c est un réel a déterminer. Or

2

_1 1—x2

+c

1 1
F(1)=0 < —§+c:0 =e=3

2 1

1
Ainsi, la primitive de la fonction f est la fonction définie sur R par : F(x) = —=e' ™ + ~. .

2 2

1
Exercice 3.1 Calculer et interpréter graphiquement / (vx—x%)dx. n
0
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3.4 exercises sur la détermination de primitives

Exercice 3.2 3
Soit les fonctions f et F définies sur R par f(x) = 3x*> —3x et F(x) = x> — Exz.
1. Vérifier que F est une primitive de f.

2. Déterminer la primitive de f sur R qui s’annule pour xp = —1 u
Exercice 3.3 5 5

3 4 3x*—x—5
oit F et G les fonctions définies sur | — 1;+4-oo] par : F(x) = i _:_1 T et G(x) = %

X x
F et G sont-elles primitives d’une méme fonction f sur I’intervalle | — 1;4-oo] n
Exercice 3.4
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction donnée.
1 - 2
l.x— -3 2.x»—>2x—§ e g 4.x|—>3x2-|—?x—7
|
Exercice 3.5 |
Déterminer sur |0 : +oo[ la primitive de F de la fonction définie par f(x) = — — 1 vérifiant
X

F(l)=-1. n
Exercice 3.6

Déterminer sur R la primitive de F de la fonction définie par f(x) = ¢* vérifiant F(0) =e. =

Exercice 3.7
Déterminer sur R la primitive de F de la fonction définie par f(x) = 3x* — 2x vérifiant F (1) = 2.

Exercice 3.8
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction donnée.
1 2
l.mesur]—oo;—Z[ 2.X|—)msur]—3;+°°[
Exercice 3.9
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction donnée.
X 3x?
l.x— ————=surR o - L oo
x Z 1) sur 2.x»—>(x3_1)4 sur |1;4-oof

Exercice 3.10

Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction donnée.

2
1.X|—>ex—2€—x Z.XHL 3_x;_>; 4x'_> 9x -3

(x*+3)? 2vx2+1 ) (x3 —x)?
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Exercice 3.11
Dans chacun des cas suivants, calculer la primitive F de la fonction f qui vérifie la condition
donnée.

1. f est définie sur R par f(x) =x>—5x—1 et F (—%) = .
2. f est définie sur R par f(x) :3x2—5x-|—% et F(1)=0.

3. f est définie sur |0; +oo par f(x) =x— % +1et F(1)=2.
4. f est définie sur |0; +oo[ par f(x) =x3+)% et F(1)= —%.

1
5. f est définie sur ]0; +oo] par f(x) =2x> — 1 — 2 etF(l)=1. n

Exercice 3.12

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive F de la fonction f.
1 3

1. f est définie sur :| E, +oo |: par f(X) = m

2. f est définie sur R par f(x) = (x+1)(x* +2x —3)°.

3. f est définie sur |1; +oof par f(x) = o1

Exercice 3.13
Dans chacun des cas suivants, calculer la primitive F de la fonction f qui vérifie la condition
donnée.

1 4 3 1
1. f est définie sur] E;—l—oo[parf(x) = m et F <§) ==

2. f est définie sur R par f(¢) =sin(2t) et F (g) =0. n
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4.1 Définitions

Definition 4.1 Soit (o;?, f) un repére ortho- y

gonal du plan. J K

L’ unité d’aire, notée u.a, est I’aire du rec- f )

tangle unitaire OIJK avec 1(0;1), J(0;1) et

K(1;1). ol 7 1 o

Definition 4.2 Soit f une fonction définie, continue et positive sur un intervalle [a;b] et € sa
courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthogonal (O;f, f) .

L’intégrale de f entre a et b est ’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine & compris entre
la courbe €, I’axe des abscisses et les droites d’équations x =aetx =b

b
Ce nombre est noté : / f(x)dx.
a

b
— / f(x)dx se lit « intégrale de a a b de f(x)dx » ou encore « somme de a 2 b de
f%x)dx ».

b
— Les réels a et b sont appelés les bornes de I’intégrale / f(x)dx et f est 'intégrande.

a
— La variable x est dite « muette », elle n’intervient pas dans le résultat; on peut donc la

b
remplacer par n’importe quelle autre variable distincte des lettres a et b : / fx)dx =
a

[ = [ e
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a
— / f(x)dx =0, car le domaine % est alors réduit a un segment.
a

= Exemple 4.1
4
Calculons/ (—0,4x+3,6)dx. Y
—1 4
La fonction.afﬁne f def:fjmie pour tout réel x par f(x) = —0,4x+ I~ Cr
3,6 est continue et positive sur I'intervalle [—1;4]. 3 \\\
4 C
L’intégrale / (—0,4x+3,6)dx est égale a I’aire du trapéze 2
-1
ABCD. 1
4 AD+BC)xAB  (4+2)x5 A B
/_1(—0,4x+3,6)dx:( +2)X ! +2)X =15 o 55 4 @

Exercice 4.1 La courbe 6 tracée ci-dessous est la représentation graphique d’une fonction f
définie sur [0; +oo|.

y

1,0

0,8

| o

0,6 /

04 /

0,2

0
0 1 2 X

2
Déterminer graphiquement une valeur approchée au dixieme pres de / f(x)dx. L
1

Definition 4.3 Soit f une fonction définie, continue et négative sur un intervalle [a;b] et € sa

courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthogonal (O;?, f) .

L’intégrale de la fonction f entre a et b est égale a ’opposé de ’aire <7, exprimée en unités
d’aire, du domaine &, compris entre la courbe €7, I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=aetx=>b:

b
| fde= -
/”\y"
I P A
! J lu.aJ i
a ol 7 1 b X
i ]

<
+ +
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— Si f est une fonction continue et négative sur un intervalle [a;b] alors, la fonction g
définie sur I'intervalle [a;b] par g = —f est une fonction continue et positive sur cet
intervalle.

— Par symétrie par rapport a ’axe des abscisses, 1’aire du domaine %, compris entre
la courbe G, I’axe des abscisses et les droites d’équations x = a et x = b est égale
a I’aire du domaine %, compris entre la courbe @, I’axe des abscisses et les droites
d’équations x =a et x = b.

4.2 Lien entre intégrale et primitive

Definition 4.4 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On peut définir une nouvelle
fonction F qui a tout réel x de I’intervalle [a; D], associe I’intégrale de f entre a et x :

Flx) = / " f)de

Théoreme 4.1 (admis)
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b).

X
La fonction F, définie sur [a;b] par F,(x) = / f(z)dt est la primitive de f qui s’annule en a.
a

a
p ) D’apres la remarque précédente, on a bien Fy(a) = / f(x)dx = 0, car le domaine Z; est
a

alors réduit a un segment.

1 5
= Exemple 4.2 Soit f la fonction définie sur 'intervalle [—1;4] par f(x) = —§x+ >
Si x est un réel de 'intervalle [—1;4], la fonction F définie
par
X
F(x)= / f(t)dr est égale a I’aire du trapéze colorié.
-1
3 4
3+(—0,5x+2,5 1 2
On a donc F(x) = (3+ (=0, x—i—2, ) X (x+1) :_);_;\
Sx n 11 V27
2 "4 o .
La fonction F est dérivable sur [—1;4] et F'(x) = —54: 1 : %
5 i i
7= f(x). | i
-1 o 1 2 x 3 4
4 AD+BC) xAB 44+2)%x5
-1

Proposition 4.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] et F une primitive de la
fonction f sur [a;b].
L’intégrale de f entre a et b est le nombre réel égal 0 F(b) — F(a) :

b b
| rwac=[F@] =Fe)-F@

Démonstration. Considérons F, et F deux primitives de f. Il existe donc un réel k tel que F, =
F+k.

b
On écrit alors : / f(t)dt = F,(b) = F(b)+k. Or
a

/af(t)dt:0<:>Fa(a):O@F(a)—kk:O(:)k:—F(a)
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donc F(b)+k=F(b) b—F(a)
On en déduit alors : / f()dt =F(b)—F(a) [ |

a

R
— Cette propriété reste valable pour une fonction continue dont le signe n’est pas constant.

— La différence F(b) — F(a) se note [F(x)]:; ainsi /b fx)dx = [F(x)y; — F(b) —

F(a).
— Le choix de la primitive F' n’influe pas sur la valeur de I'intégrale. En effet, si G est
une autre primitive de f sur /, il existe un réel k tel que G(x) = F(x) +k d’ol

G(b) = G(a) = (F(b) +k) = (F(a) +k) = F(b) — F(a)
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Dans cette partie, a et b sont deux réels quelconques. / est un intervalle contenant a et b.

5.1 Primitives et intégrale

Théoreme 5.1 (admis)
Toute fonction f continue sur / admet des primitives sur /.

Definition 5.1 Lorsque f est une fonction continue de signe quelconque sur un intervalle /, on
définit I'intégrale de f sur Dintervalle [a;b] par

b
| rwac=[F@] =Fo)-F@

ol F une primitive de la fonction f sur [a;b].

R ) Attention, dans ce cas, on ne peut plus interpréter géométriquement I’intégrale comme I’ aire
d’un domaine !

= Exemple 5.1 La fonction f, définie sur R par f(x) = x> — 3x, est continue sur R et admet pour

primitive la fonction F définie parF (x) = x> — Exz. Donc

3

Exercice 5.1 Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes :

209 6 /x> 2 U et
A:/ (x —3x+1)dx B= (———2—1)dx C:/ 2> dx
_112 2 2 X =2,
n 2
D= 2e"x (e"+1)dx E = lln_xdx
0 — X
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5.2

Propriétés de I'intégrale

Proposition 5.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et a un réel appartenant a /.

[ rwac=o
Démonstration. Soit F une primitive de f sur /.
[ @) =Fl@) - Fla) =0
[

Proposition 5.2 Soit f une fonction continue sur un intervalle I de mathbbR, a et b deux réels
appartenant a /.

[ rac=— ["rwa

Démonstration. Soit F une primitive de f sur /.

/abf(x)dx _F(b)—F(a) et /baf(x)dx — F(a)—F(b)

Proposition 5.3 Linéarité de I’intégrale
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle / de R. Pour tous réels a et b appartenant a /,
et pour tout réel o

[ twrsac= [wa [gwaa [apwar=a [ e

Démonstration. — Si F et G sont deux primitives respectives des fonctions f et g sur /, alors
F + G est une primitive sur / de la fonction f + g.

[ 09+ 8(0)) @x = (F(0) + G(0) ~ (@) + Gla) = (F(B) ~ F(@)) + (G(5) ~ Gla)
= [ racs [

— Soit F une primitive de f sur / et & un réel.

b b
/a kf(1)di = aF (b) — aF (a) = a (F(b) — F(a)) = oc/a £ dx

3 373
m Exemple 5.2 Soit f une fonction telle que / f(x)dx = 2, calculer / (2 f(x) —x> dx. .
1 1

Proposition 5.4 Relation de Chasles
Soit f une fonction continue sur un intervalle / de R. Pour tous réels a, b et ¢ appartenant a /

/abf(X)dX=/:f(X)dX+/cbf(X)dx
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Démonstration. Soit F une primitive de f sur /. Pour tous réels a, b et ¢ appartenant a /

c b b
[ r@aes [ p0de= (F(0) = F(@) + (F(b) = F() = F(b) = Fla) = | f(x)ds

p ) Dansle cas ol f est une fonction continue et positive sur [a; b].
L’aire du domaine compris entre la courbe ¢, 1’axe des abscisses et les droites d’équations
x=aetx= Db est égale a la somme des aires du domaine compris entre la courbe %7, I’axe
des abscisses et les droites d’équations x = a et x = ¢ et du domaine compris entre la courbe
%, I’axe des abscisses et les droites d’équations x = c et x = b.

- ———————

Exercice 5.2 On considere la fonctionf sur I’intervalle [—2;4] définie par :
fx)=x sixe[-2;1]

1
flx)=— sixe[1;4]
X
4
Montrer que la fonction f est continue sur [—2;4] puis calculer / f(x)dx. .
-5

Definition 5.2 Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a;b] de R (a < b).
On appelle valeur moyenne de f sur [a;b] le réel

1 b
u:b_a/a ) d

p ) Dansle cas ol f est une fonction continue et positive sur [a; b]
L’aire du domaine compris entre la courbe &, I’axe des abscisses et les droites d’équation
x =aetx = b est égale a I’aire du rectangle de cotés et b —a.

y

a 0 i b X
r

Exercice 5.3 Calculer la valeur moyenne de chaque fonction sur I’intervalle donné :
1. f(x)=2—x)(x—1)sur/ =[-1;0] 2. g(x) =e Flgur I =[-1;1]. n
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5.3

Inégalités et intégrales
Proposition 5.5 Soit f une fonction continue sur un intervalle /, a et b deux réels appartenant a /.
b
Sia < bet f >0 surlintervalle [a;b], alors / f(x)dx > 0.
a
Démonstration. Soit F une primitive de f sur 1. Pour tout réel x de I’intervalle I, F'(x) = f(x).

Or f > 0 sur I'intervalle [a;b] donc F est croissante sur [a;b]. Par conséquent, si a < b, alors
F(a) < F(b).

b
On en déduit que F(b) — F(a) >0et/ f(x)dx > 0. [

p | Attention la réciproque est fausse! Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —x>43x+1

3 3 3
2 Y I o+ i3) —(Bi6a) 22
/_2(x+3x+1)dx—{ 3 T 5% —|—x]2_( 9+2+3> (3+6 2)=¢

3
Ainsi/ f(x)dx >0 mais f(—1) =-3.
-2

R ) On démontre de maniére analogue la propri€té suivante :
« Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels appartenant

al.
b
Sia < bet f<0surlintervalle [a;b], alors / f(x)dx <0. »
a

0
| Exercice 5.4 Déterminer sans calculatrice le signe de / (e"+e *)dx. n
-2

Corollaire 5.1 Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle /, a et b deux réels
appartenant a [ tels que a < b.

b b
Si pour tout réel x appartenant a [a;b], f(x) < g(x), alors / flx)dx < / g(x)dx

Démonstration. Si pour tout réel x appartenant a [a;b], f(x) < g(x), alors f(x) — g(x) < 0. Comme
f et g sont deux fonctions continues sur [a;b], la fonction f — g est continue sur [a;b].
Par conséquent, sia < b et f —g < 0 alors

[-omar<o = [jwa [ ewac<o

p ) Attention la réciproque est fausse : Considérons les fonctions f et g définies sur R par
fx)=4—x*etg(x) =x*+x-2.

/_1(4—x2)dx:{4 —ﬂ::(lz—?) ( 16+ 634>_—;

et
3 2 2 3
> x° X 27 9 64 16 77
-2 |42 _9 — (2242 _6) (-2
/_4(x-|—x ) dx [3+2 x}ﬁt <3+2 6 3T t8)=—¢

Ainsi, / Sx)dx < / g(x)dx mais nous ne pouvons pas conclure que sur I’intervalle

[—4;3], f(x) < g(x) comme on peut le constater sur le graphique ci-contre.
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2
ég

E

Proposition 5.6 Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a;b] de R (a < b ). Soit
m et M deux réels.
Si pour tout réel x appartenant a 'intervalle [a;b], m < f(x) < M, alors :

b
mx (b—a) </ Fx)de <M x (b—a)
a
Démonstration. Les fonctions définies sur [a;b] par x — m et x — M sont constantes donc
continues.
Si pour tout réel x appartenant a [a;b] (a < b ), m < f(x) < M, alors d’aprés la propriété de

I’intégration d’une inégalité :

/abmdxé/abf(x)dxg/abde@m/abdxé/abf(x)dxéM/abdx

b
< mx(b—a) </ fx)dx<Mx (b—a)

|
p ) Dansle cas ol f est une fonction continue et positive sur [a; b]
L’aire du domaine compris entre la courbe €, I’axe des abscisses et les droites d’équation
x = a et x = b est comprise entre les aires des rectangles Ry et R, :
Ry decOtésmetb—a;
R, de cOtés M et b —a.
y
¢y
M
a 0 i b X
- . 8 8 1
Exercice 5.5 Démontrer que — < dx < 8. n
9 o 1+x
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5.4 exercises sur les primitives et intégrales

Exercice 5.6
Calculer les intégrales suivantes :
7 14 1 4
a. / V2dx b. / ~dx c. / (x* +3x+4) dx
-5 30X =)
10 1 2
d./ e dx e./ (x4—x2+x—1)dx f./ (8x5+5x3+2x) dx
0 =i =2
T
/12%1 h 93d '/Z( (2x) —3sin(5x))d
.| eTdx .| —=dx i. cos(2x) — 3sin(5x))dx
= i 1 24/ T
2
L | N | 2x+1
je d k. | —d L d
Yo 1™ /3x2x /1x3x

Exercice 5.7
Calculer les intégrales suivantes :
3 4 5 NV
a. / (x5 +2x° — 2x) dx b. / 2xe* dx c. / XCOos (xz) dx
-3 =9 0
3 4 9y 4 P
d. / cos(x)dx e. / dx f. / ———dx
3 (x) 0o 1+x2 —1v/9+x2
n

(x+1)*

1 1
1. Montrer que pour tout réel x > —1, f(x) =

x+1  (x+1)?2
2. En déduire une primitive de f sur | — 1;+oo[

3
3. Calculer alors / f(x)dx
1

Exercice 5.9
On considere la fonction f définie pour tout réel x par

2 .
X“+x ,six < —1
fE =9 .3 :
2> —x+1 ,six>—1
1
Calculer / f(r)dt
—4
Exercice 5.10 .
On souhaite calculer I’intégrale suivante : [ = / T dx
0o x+1

1. Expliquer pourquoi f : x —

ne correspond a aucune forme de dérivée connue.
X

Exercice 5.8 .
Pour tout réel x > —1, on pose f(x) =
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2. En remarquant que x = x+ 1 — 1 , démontrer que pour tout x # —1, f(x) peut s’écrire sous
la forme

s B
)=+

3. En déduire que I = 1 —1In(2). ]

ou a et B sont deux réels a déterminer.

Exercice 5.11 3

En remarquant que pour tout réel ¢, 13 = > +¢ — ¢, calculer la valeur de : I = /

2+1
Exercice 5.12 b ad
3 2u—1
Calculer I’intégrale suivante : [ = / SC du. n
1 u
Exercice 5.13 . |
Déterminer la valeur de / dx+ dx. n
0o 1+4e* o 1+e*

2 2 2 2
1= /exdx—i-/ (x——) J=/ 2xe”* +xder/ e~ ™ dx
1 1

Exercice 5.15 5 5
Soit f et g deux fonctions continues sur [1;2] telles que : / f(x)dx=2et / g(x)dx = —3.
1 1

1. Calculer /IZ(Sf(x) —g(x)) dx 2. Calculer /12 (%f(x) + %g(x)) dx

Exercice 5.16
Réduire chacune des expressions suivantes (on ne demande pas de les calculer) :

1 61dx 41(1)C 12 1 22

. —+/— 2./x—1dx/dx/xdx

/41n(x) s In(x) |7 =l i e
T

I | -2 i .
T 2 2 2
3./0 1+x2dX—/() l—i—xzdx 4./0 cos(r7)dr + 7_21-cos(u )du

. T 00 ity
o I+e e 6.2/ —dx
k=17 %

Exercice 5.14
Calculer astucieusement les intégrales suivantes :
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6.1

Intégration par parties

Proposition 6.1 Soit u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I, et a et b deux
réels de 1.
On suppose de plus que les dérivées u’ et v/ sont continues sur 1. Alors,

b

/ab u(x)v' (x)dx = [u(x)v(x)] —/ab ' (x)v(x)dx

Démonstration. Les fonctions u et v étant dérivables, le produit uv est dérivable et (uv) = u'v +

N

De plus, les fonctions u, v, ' et V' étant continues, la dérivée du produit (uv) = u'v+uv' est aussi
continue, et

/ab (u(x)v(x)) dx = /ab (u (x)v(x) + u(x)v'(x)) dx = /ab u’(x)v(x)dx—i—/ab u(x)v'(x) dx

et donc, comme la fonction uv est une primitive de (uv)’, on obtient :

[uwv(o)] = / (W () + () (3)) de = / ’ 1 ()v() o+ / ’ () (x) d

a

a

R b b
— 1l est parfois utile de remarquer que / Fx)dx = / 1 X f(x)dx pour effectuer une
a

a
intégration par parties en utilisant ' (x) = 1.
— Le choix des fonctions #’ et v est important pour permettre de continuer les calculs.
Il ne faut pas oublier que certaines fonctions sont plus faciles a intégrer que d’autres
(exponentielle, fonctions polyndmes).

0
m Exemple 6.1 Calculons / xe*dx.

-1
On définit les fonctions u et v sur [—1;0] par #/(x) = e* et v(x) = x.
Ainsi, pour tout x € [—1;0], on peut poser u(x) = e* et on aVv'(x) = 1 et u et v sont dérivables sur
[—1;0]. u’ et v/ sont continues sur [—1;0].
En utilisant une intégration par parties, on obtient :

0 0 0 0
/ xexdx:[xex]_l—/ efdr=e'—[e]”, =2 -1
-1 -1
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Exercice 6.1 Calculer les intégrales suivantes :
T

.zzéﬂmm@m;.Jzéaam oK:AExmdth .Lzéﬂz—nmm@»m

Exercice 6.2 exercise corrigé
Soit f la fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +oo telle que :

On admet que la fonction f est positive sur I’intervalle [0 ; +oof.
On note % la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal du plan.
La courbe € est représentée ci-dessous.

0,6

0,5 //,

0,4 /
0s |/ N

N %
0,2 / \\
0,1 / \\\\\\
\\
0
Yy 05 10 15 20 25 30 35 40 45 500 5/5
—0,2

n
Soit la suite (1,) définie pour tout entier naturel n par I,, = / f(x)dx.
0
On ne cherchera pas a calculer la valeur exacte de /,, en fonction de n.

1. Montrer que la suite (I,) est croissante.

n n+1
In:/ f(x)dx donc, pour tout n de N, In+1—ln:/ f(x) dx—/ x)dx = / f(x)
0 0

On admet dans le texte que la fonction f est positive sur [0; +oo| donc sur [n;n+1]; on peut
n+1
en déduire que f(x)dx > 0 et donc que I, — I, > 0 pour tout n.

n
La suite (1I,) est donc croissante.

. e
2. On admet que pour tout réel x de I'intervalle [0 ; +oo[, e —x > >
n
a. Montrer que, pour tout entier naturel n, [, < / 2xe” " dx.
0

X

e 2
Sur [0 ; +oo[, on sait que e* —x > 5 ; de plus, pour tout x, e —x > 0, donc < —.

e* —x e
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On multiplie cette inégalité par x > 0 donc :

X <2x
ef—x e

D’apres la positivité de l’intégration :
2z n2x
0o e —x 0o €*

n
I, < / G
0

ce qui équivaut a

b. Soit H la fonction définie et dérivable sur ’intervalle [0 ; +oo] telle que :
Hx)=(—x—1)e"

Déterminer la fonction dérivée H' de la fonction H.
La fonction H est dérivable sur [0 ; +oo] comme produit de fonctions dérivables et

H(x)=-1xe " +(—x—1)(-1)e ™" = - +xe " +e  =xe*

¢. En déduire que, pour tout entier naturel n, I, < 2.
On déduit de la question précédente que la fonction 2H est une primitive de la fonction x —
2xe~*.Donc

n

/On 2xe dx = [2(—x— le™ 0= 2(—n—1)e" = [2(~1)e’] =2—2(n+1)e™"

Pour tout x, € > 0 donc
2(n+1)e™" >0 donc 2—2(n+1)e™" <2

Par suite,
n
I, < / 2xe *dx
n 0 — In < 2
/ 2xe Fdx <2
0

3. Montrer que la suite (Z,) est convergente. On ne demande pas la valeur de sa limite.
La suite (I,) est croissante et majorée par 2 donc, d’aprés le théoreme de la convergence
monotone, la suite (I,) est convergente. .

Mohamed NASSIRI @UEle) Page 35 www.coquillagesetpoincare.fr


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr
http://coquillagesetpoincare.fr

6.2 exercises sur I'intégration par parties

Exercice 6.3 n
A I’aide d’une intégration par parties, calculer / xcos(x)dx.
0

Exercice 6.4

4
A T’aide d’une intégration par parties, calculer / xIn(x)dx.
1

Exercice 6.5
Calculer les intégrales suivantes :
2 1 1 1

1. / 4xe> ! dx 2. / xe* ™ dx 3. / —xe* dx 4. / (x+3)e " dx.
LN 0 0 =1
Exercice 6.6
Calculer les intégrales suivantes :

1/123x2_1dx 2/1 ¥ dx 3/0 S

. X € B ————— . e
1 0 (5x+3)2 ~1(3x—9)3
||
Exercice 6.7
Calculer les intégrales suivantes :
3 2

1. / 3267 d 2. / 4(2x 4 137 dx
L/ 0
Exercice 6.8 .
A I’aide d’une intégration par parties, calculer / Vxdx. "

1

Exercice 6.9 .
En utilisant deux intégrations par parties successives, déterminer / x*e*dx "

Exercice 6.10

Calculer les intégrales données a 1’aide d’une double intégration par partie :
1 /3 3 5e? dx 2 /OxSeledx 3 /3x5(x2—4)3dx 4 /1 L
) " ") “Jo (2—3x2)%

|

Exercice 6.11
Pour tout entier naturel n, on définit I’intégrale I, par

1 1
Iy= / e Ydx et,sin>1,1,= / e Fdx
0 0

1. Calculer la valeur exacte de I,
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2. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n,
Ly =—14+(n+ 1),
3. En déduire les valeurs de I et L. m
Exercice 6.12 .
On pose [ = / e*cos(x)dx
0

T
1. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que [ = / e*sin(x)dx
0

2. A I’aide d’une nouvelle intégration par parties, montrer que / = e® — 1 — 1.
3. En déduire la valeur de /. n
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Théoreme 7.1 Soit f une fonction continue sur le segment [@(a), @(b)], ou ¢ effectue une
bijection de classe ¢! de [a,b] vers[p(a), ¢(b)]. Alors

7 st = [ fiotuel @
¢(a) a

Démonstration. C’est cette fois-ci une conséquence directe de la formule de dérivation d’une
composée : ¢’ X fo ¢ a pour primitive F o ¢ (ol F est une primitive quelconque de f ), donc

[ oo wau=

(b)
Footll = Flo) ~F(o@) = [ f(tdr
¢(a)

En pratique on n’utilise pas vraiment la formule telle quelle. Si on dispose d’une intégrale

b
/ f(x)dx avec une fonction compliquée et qu’on souhaite remplacer une partie de la fonc-
a

tion par une nouvelle variable allégée, on fiposez t = @(x), et on effectue alors les modifica-

tion suivantes dans notre intégrale :

- on remplace les bornes a et bpar ¢(a) et ¢(b).
- on remplace dans I’intégrale f(x) par f o ¢(¢) (autrement dit, on remplace tous les x par des

1).

- on modifie le dx en ¢(r)dt (on écrira simplement dx = ¢’(r)dr méme si ¢’est un abus de

notation).
Ces modification reviennent bien a appliquer la formule donnée dans le théoreme.
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Exercice 7.1 — Exercice corrigé. En effectuant le changement de variables demandé, calcu-
ler les integrales suivantes :
1. e ‘[dt en posant x = /1 ;
2 ff mn - en posant x = Inz.
Solution :
1. La fonction ¢ — /7 est une fonction de classe C! définie sur [1,4] et & valeurs dans [1,2].
Posons x = +/¢. Lorsque t = 1 x =1 et lorsque t = 4,x = 2. Lorsqu’on dérive 1’égalité
X = /1, alors on obtient dx = 5 \/ On a donc

-t
Vi

dt
2Vt

dt =2(1 —vt)—= =2(1 —x)dx

On en déduit que

41— 2
/ t\/;dtz/ 2(1—x)dx[2x—x2]f=—l
1 1

Remarquons qu’on aurait pu aussi calculer cette intégrale en écrivant
1-vt 1
Vit
2. La fonction ¢ + Int est de classe C! sur [1,e]. Posons x = Int de sorte que pour ¢ = 1, on
ax=_0etpourt =e,onax=1.En dérivant, on trouve dx = %. On a donc

dt dt 1 dx

= — X = .
2tIn(t)+¢ ¢t 2In(r)+1 2x+1

/ 2tln _/ 1™

On en conclut que

_ B In(2x + 1)] .
_n(3) '
=
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Exercice 8.1
L’exercise a pour objet d’étudier la suite (I,) définie pour tout entier naturel par les relations

1 1 1 e* lenx
= —d,I:/ d,...,I:/—d
0 01—1-6")61 ol—l—e"x " 01+exx

1. Calculer Iy + I; et I;. En déduire la valeur de .

2. Calculer I,, + I,,+1 en fonction de n.

En déduire les valeurs de I, et .

3. Comparer ¢™ et e"*1)* lorsque x € [0; 1].

En déduire, sans essayer de calculer Z,, que la suite (1) est croissante.

1
5.a. Montrer que, pour tout nombre x € [0;1], 1 < 1

+er 2 '
b. En déduire un encadrement de (1) ; a cet effet, on calculera / edx
0

c. Quelle est la limite de la suite (1,)?

Exercice 8.2 .

La suite (I,) est définie sur N par I, = / (141")dr
0

1. Prouver que la suite (/) est décroissante.
2. Est-elle convergente ?

Exercice 8.3
n+1 1
Pour tout entier naturel non nul n, on pose : I,, = / —dx
n X
3 1 1
1. Démontrer que <[, < -
n+1 n

2. La suite (1) est-elle convergente ?
1

1 1
3. On pose pour tout entier naturel non nul : u, = 1+ = + = 4 - -+ —. Montrer que la suite (u,)
n

) 23
diverge vers +oo.
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Exercice 8.4 ,
TN . P o 0 2
On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : u, = / e dx On ne cher-
0

chera pas a calculer u, en fonction de n.
1. Montrer que la suite (u,) est croissante.

2 P 2
2. Démontrer que pour tout réel x > 0,ona: e ™

< e~ >*! En déduire que pour tout entier

e
naturel n, on a: u, < ok

3. Que peut-on dire sur la convergence de la suite (u,) ? n

Exercice 8.5 .
Pour tout entier naturel n, on pose I, = / X cos(nx) dx.
0

A I’aide d’une double intégration par parties, calculer /, en fonction de n. u

1.a. Calculer I et 1.

b. Exprimer I, en fonction de 11, puis en déduire /.

¢. Exprimer I3 en fonction de I, puis calculer /3.

2.a. Démontrer que, pour tout entier n, 1, > 0.

b. Etudier le sens de variation de la suite /.

c. Démontrer que la suite (/,,) est convergente.

3.a. A I’aide d’une intégration par parties, exprimer I, en fonction de I,,.
b. Démontrer que, pour tout entiern > 1, [, < —.

ne
c. En déduire la limite de la suite (,,). n

Exercice 8.7
Soit la suite (u,) de nombres réels définie, pour tout entier naturel n non nul, par : u, =

T
/ 2 sin”(x)dx.
0
Montrer que la suite (u,) est décroissante et convergente. u

Exercice 8.6 |
Soit (1) la suite définie pour tout entier n > 0 par I, = / t"e " dr.
0
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