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Analyse des suites numériques

Mohamed NASSIRI

Objectifs :
e Reconnaitre un phénomene discret. e Définir et représenter graphiquement les suites
e Calculer u,, pour un entier n donné dans le cas géométriques.
d’une suite arithmétique. e Calculer les termes d’une suite géométrique.
e Réaliser et exploiter la représentation graphique e Déterminer le sens de variation des suites géomé-
d’une suite arithmétique. triques.
Mots — clefs :

Suites numériques - Indices - Suites arithématiques - Suites géométriques - Variations
Prérequis :

Calcul littéral

& La musique du chapitre : Lous and The Yakuza - Solo. Album : Solo - Date de sortie : 2020.

Dans ce cours, nous allons découvrir les suites numériques, qui sont des successions de nombres suivant
une regle précise. Nous étudierons deux types importants de suites : les suites arithmétiques, ou chaque
terme est obtenu en ajoutant un méme nombre au précédent, et les suites géométriques, ou chaque terme
est obtenu en multipliant le précédent par un méme facteur.

Ces suites présentent des variations intéressantes : certaines sont croissantes ou décroissantes, tandis
que d’autres sont constantes. Comprendre ces variations nous permettra danalyser comment les suites
évoluent, et d’aborder des concepts fondamentaux pour la suite de vos études en mathématiques.

« St vous voulez vous faire des ennemis, essayer de faire quelque chose de nouveau. »

Thomas Woodrow Wilson.

% Sources & liens :

o Manuel scolaire lelivresolaire.fr

o Manuel scolaire Math'z 29¢ Nouveau programme, Editions didier, 2019.
o Chalne Youtube Les Bons Profs

o Chaine Youtube m@ths et tiques



https://www.youtube.com/watch?v=ph6FkwzJJkc
https://www.youtube.com/channel/UCL7FXdd8TW0hxNHmzlPlAQQ
https://www.youtube.com/channel/UCaDqmzanCq4ZYhdEm0Df9Qg

1 Modélisation par une suite numérique

Définition 1 Une suite numérique est une liste de nombres réels, ordonnée, et indéxée par les entiers
naturels (ou numérotée).

FEzxzemples
a. 1;2;3:4;5;... d. 2;4;8;16;32;... g. 1;1;2;3;5;8;13;21;. ..
b. 2;4;6;8;10; e. 2;3;5;9;17;...
c. 3;7;11;15;19;... f. 0;1;8;27;64;125;. ..

Définition 2

e Une suite u est une fonction de N dans R.

e Une suite u est donc un procédé qui d tout entier n associe le nombre u(n).

e On note en général u, le terme d’indice n au lieu de u(n), et la suite est notée (u,), ou (Un)nen
au lieu de u.

e u,, est un nombre de la suite, et (u,) désigne ’ensemble de tous les nombres de la suite.

-

'\?" FEzxemple

Par exemple, avec la derniére suite de ’exercice précédent, on note u ou (u,) la suite, c’est-a-dire
I’ensemble des valeurs de la suite :

u={1;1;2;3;5;8;13;21;...}

On a, par exemple, en commengant a compter a 0 :

UO:L ulzl, ceey u6:8,
Ezercice. Calculer
Un,
Soit (u,) la suite définie par u, = 2n — 3, alors ug = —3, FA-— L e — 1
u1:—1,u2:1,u3:3... ) ___:___J___:___:_
| | [ |
- I4=-—=1——¢-—r——r
= | | | |
Uso = .. 0 T T3 >
USQSO: o e ']. - = I__I__I __I_
)N | S W R -
| | | |
-3 —+——t+t——F——I-

p

Remarque

On peut définir une suite de deux fagons : explicitement ou par récurrence (ou implicitement).
e Explicitement : a partir d’une fonction f : le terme général de la suite est alors u,, = f(n).
On parle aussi d’échantillonnage : la suite (u,) est constituée d’échantillons de la fonction f :

uo = f(0) 5 va=f(1); w2 =f(2); ...
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e Par récurrence, ou implicitement : comme chaque terme de la suite est numéroté, chaque terme a
un prédécesseur et un successeur ; on peut donc définir une suite en indiquant son premier terme ug et
une relation permettant de connaitre un terme connaissant son (ou ses) prédecesseur.

Par exemple : Soit la suite (u,) définie par ug = 1 et u,41 = u2 + 1. Alors, uy = uZ +1=12+1=2,
upg=ud+1=224+1=5uz=u3+1=52+1=26,...

\

-

o Ezxemple
v

= 1000
On définit la suite (u,) par 1o
Up+1 = 1, 04uy,
Alors,
up = 1000,

up = 1,04 x ug = 1,04 x 1000 = 1040,
us = 1,04 x ug = 1,04 x 1040 = 1081, 6,
u3=1,04><u2:

us0 = 1,04 X ugg

FExercice. Calculer

Calculer les quatre premiers termes de la suite (v,,) définie par vy = 3 et, pour tout entier naturel n,
202 —1

v = —".

e v2 +2

\

O Visionner la notion
e Calculer les premiers termes d’une suite - Premiere - m@Qths et tiques
e Représenter graphiquement une suite - Premiere - mQths et tiques

ﬁ Pour s’entrainer
Exercices sur lelivrescolaire.fr :
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QExercice n°40 page 32. Calculer. gExercice n°45 page 43. Calculer .
@Exercice n°41 page 32. Modéliser Tableur. Exercice n°46 page 43. Modéliser Tableur.
QExercice n°42 page 32. Modéliser Algo. Exercice n°47 page 43. Modéliser Algo.
Exercice n°43 page 42. Calculer. QExercice n°48 page 43. Calculer.

{&Exercice n°44 page 43. Calculer.

2 Sens de variation d’une suite

Définition 3

e Une suite (uy,) est croissante si pour tout entier naturel n, un,41 = Uy,.

e Une suite (u,,) est décroissante si pour tout entier naturel n, Uupy1 < Us,.
e Une suite (u,) est constante si pour tout entier naturel n, Up41 = Uy,.

e Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

’ /’ Méthode

Etudier le sens de variation d’une suite (u,) revient donc & comparer, pour tout entier n, les termes

consécutifs u, 11 et u,. On peut :

e soit étudier le signe de la différence w41 — up,

e soit étudier le signe de % =1
n

FExercice. Calculer

Etudier le sens de variation des suites définies par les expressions :

2° -2 1
e) (uy) définie par ug = 2 et pour n > 1, Upt1 = up — 1 f) u, = (n — 5)2
1 " 2n+2 n2 +1
8) un (2> ) Un 3n i) uy, m

Proposition 4 Soit (u,) la suite définie explicitement par u,, = f(n), ot f une fonction définie
sur Ry, alors (uy,) et f ont le méme sens de variation :

e si [ est croissante, alors la suite (uy,) est croissante,

e si f est décroissante, alors la suite (uy) est décroissante.

& Attention !

La réciproque est fausse! Par exemple, soit la suite (u,,) définie par u,, = f(n) avec la fonction f(z) =
x + sin(27x).

Alors, pour tout entier n, u, = n + sin(2wn) = n, et donc (u,) est croissante (c’est la suite des entiers
naturels), tandis que f n’est pas monotone sur R.
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'LL1:1

'\?" Ezemple

Soit (uy) la suite définie par w,, = 2n — 3.
Cette suite est croissante puisque :

e Méthode 1 : Up,

IA——+—— - ——& ——I-
Upy1 — Up = 2(n+1) —3 — (2n — 3) 5 S S
— _3_ I | I I
=2n+2-3—-2n+3 14-—1-——¢——pr——

=92 > I I I [

20 0 T 9 3 >

; ) qd-—4——L__L__L
Par conséquent, pour tout entier naturel n, u,4+1 — u, > 0, | | | |
c’est-a-dire u,41 > u,. Donc la suite (u,) est croissante. 2 i 4| - JI‘ - :‘ - _:‘
SBR=m=F == =={F==lF

e Méthode 2 :

La fonction affine f(x) = 2z — 3 est croissante (car son
coefficient directeur, 2, est positif). Comme w,, = f(n), alors
la suite (u,,) est croissante.

Remarque

Quand on écrit u, = f(n), on ne considére que les images de f pour des valeurs entiéres, et non pas
pour tous les nombres réels d’un intervalle : on dit alors qu’on échantillonne, ou qu’on numérise, la
fonction f.

A Fonction et sa courbe \ Echantillonnage

-
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\ Echantillons / Suite

-

(]

[

U t- °

L (]

U p--vvvee-- o

’U,g ............. o

upe N,
>
7

FExercice. Chercher - Calculer

Etudier (de deux maniéres différentes!) le sens de variation des suites définies par :
3n —2

4
a)u, =
n+1

1
un=—3n+3  cjun = (n—5) D =n—14——

/O Visionner la notion

e Etudier la variation d’une suite (1) - Premiére - mQ@ths et tiques
e Etudier la variation d’une suite (2) - Premiére - m@ths et tiques
e Etudier la variation d’une suite a ’aide d’une fonction associée - Premiere - m@Qths et tiques

\ J

ﬁ Pour s’entrainer

Exercices sur lelivrescolaire.fr :
gExercice n°49 page 33. Calculer. Exercice n°53 page 34. Calculer.

QExercice n°52 page 34. Chercher &.

3 Suites particulieres

3.1 Suites arithmétiques

Définition 5 Une suite arithmétique est une suite dont chaque terme est obtenu en ajoutant la méme
quantité r, appelée raison de la suite, au terme précédent.
Pour tout entier n,

Upyl = Up + T < Un4+1 — Up =T

p

Remarque

On peut visualiser les suites arithmétiques de la sorte :
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+r +r +r +r +r +7r
Uo 51 Uz us Uy 000 Unp, Un 41

L J

o FExemple |
v

La suite de entiers naturels pairs 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, ...est la suite arithmétique de raison r = 2 et de
premier terme ug = 0.

Proposition 6 Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
- Sir >0, (uy) est croissante.
- 8ir <0, (u,) est décroissante.

Proposition 7 Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r, alors, pour tout
entier n,
Uy = Ug + N7

s N

Remarque

Il se peut que l'on n’ait pas le premier terme ug lorsque l'on étudie une suite. Il existe une variante a
cette proposition qui nous donne u, a partir d’'un terme différent de ug :

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r, alors, quels que soient les entiers m et p,

Up = (N —p)r + uyp

Exercice. Calculer

1. Soit la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier n par la relation u,41 = u, + 1.
Alors,

uy = ...

Ug =

ug = ... .

(up) est une suite arithmétique de raison r = .. ..

2. Soit (vy,) la suite définie par la relation v,, = 5n + 2.
Alors, pour tout entier n, vy11 — Uy = . ...
On en déduit que (v,) est une suite arithmétique de raison r =

3. La suite (w,) définie par la relation w,, = n? + 2 est-elle arithmétique ?

L J

/O Visionner la notion

e Suites arithmétiques - Définition - Maths lere - Les Bons Profs

e Suites arithmétiques - Méthode - Maths lére - Les Bons Profs

e Déterminer I'expression générale d’une suite arithmétique - Premiere - mQths et tiques
e Démontrer qu’une suite est arithmétique - Premiére - m@ths et tiques

e Déterminer une suite arithmétique - Premiere - m@Qths et tiques

e Etudier la variation d’une suite arithmétique - Premiere - m@Qths et tiques

\ J
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f! Pour s’entrainer

Exercices sur lelivrescolaire.fr :

QExercice n°54 page 34. Calculer. {gExercice n°58 page 34. Représenter.
Exercice n°55 page 34. Calculer / Exercice n°59 page 34. Modéliser.
QExercice n°56 page 34. Calculer. QExercice n°65 page 35. Chercher.
Exercice n°57 page 34. Calculer &. Exercice n°66 page 35. Représenter Tableur.

3.2 Suites géométriques

Définition 8 Une suite géométrique est une suite dont chaque terme est obtenu en multipliant par la
méme quantité q, appelée raison de la suite, le terme précédent.
Pour tout entier n,
Un+1
Up+1 = ¢ X Up — =4q
Un

p

Remarque

On peut visualiser les suites arithmétiques de la sorte :

Xq Xq Xq Xq Xq Xq
Uo Uy U2 us Uy e Unp Un+1

\

-

'\?" FEzxzemple

e La suite de nombres 1, 2, 4, 8, 16, 32, ... des puissances successives de 2 est la suite géométrique de
raison q¢ = 2 et de premier terme ug = 1.

e La suite (v,) de terme général v,, = (—1)", pour laquelle vg =1, v; = =1, vo = 1, v3 = —1, ...est la
suite géométrique de premier terme vy = 1 et de raison g = —1.

Proposition 9 Soit (u,) une suite géométrique de raison q.
- Siqg>1, (uy) est croissante.
- Siq <1, (up) est décroissante.

Proposition 10 Soit (v,) une suite géométrique de premier terme vo et de raison q, alors, pour tout
entier n,

n
Un = Vg X q

p

Remarque

Encore une fois, il se peut que 1'on n’ait pas le premier terme ug lorsque I'on étudie une suite. Il existe
une variante a cette proposition qui nous donne wu,, & partir d’un terme différent de u :

Soit (uy,) une suite géométrique non nulle de raison q # 0, alors, pour tous entiers m et p,
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Um — gmP
Up
Ezercice. Calculer
2n+1
Soit la suite (u,,) définie pour tout entier n par u, = e Cette suite est-elle géométrique ?

\ J

/O Visionner la notion

e Suites géométriques - Définition - Maths lere - Les Bons Profs

e Suites géométriques - Méthode - Maths lere - Les Bons Profs

e Reconnaitre une suite arithmétique et une suite géométrique - Premiere - m@Qths et tiques
e Déterminer I'expression générale d’une suite géométrique - Premiere - m@Qths et tiques

e Démontrer qu’une suite est géométrique - Premiere - m@ths et tiques

e Déterminer une suite géométrique - Premiere - m@ths et tiques

e Etudier la variation d’une suite géométrique - Premiere - m@ths et tiques

L J

fg Pour s’entrainer

Exercices sur lelivrescolaire.fr :

@Exercice n°69 page 36. Calculer. {gExercice n°77 page 37. Chercher.
Exercice n°70 page 36. Calculer. Exercice n°78 page 37. Calculer.
{gExercice n°71 page 36. Calculer. Exercice n°79 page 37. Modéliser Tableur.

4 Sommes des termes d’une suite

Proposition 11
e La somme des n premiers entiers naturels est :

1
57,:1+2+3+~~+n:%
e Pour tout réel q # 1,
1iqn+1
l4g+¢++q"=——
l—q

s N

Remarque

Pourg=1,1+q+¢*+---+¢"=1+1+1+---+1=n.
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Proposition 12

e La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale au produit du nombre de termes
par la moyenne des termes extrémes :

Up + Ug

Up + Upt1 + -+ Ug—1 +ug = (¢ —p+1) 2

e La somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique, de premier terme vy et de raison q est :

1_qn
v
0 1—¢
FExercice. Calculer
Calculer les sommes : o 1
a)S=14+2+4+8+16+---+1024 b)P=3+5+7+9+---+121 C)Q:2+§+§+372

/O Visionner la notion

e Sommes de termes de suites - Formules - Maths 1lére - Les Bons Profs

e Sommes de termes de suites - Applications - Maths lere - Les Bons Profs

e Calculer la somme des termes d’une suite arithmétique (1) - Premiére - m@ths et tiques

e Calculer la somme des termes d’une suite arithmétique (2) - Premiére - m@ths et tiques
e Calculer la somme des termes d’une suite géométrique - Premiere - mQths et tiques

d Pour s’entrainer
Exercices sur lelivrescolaire.ir :

{gExercice n°60 page 34. Calculer. Exercice n°72 page 36. Calculer.

QExercice n°61 page 35. Calculer. QExercice n°73 page 36. Calculer.

@Exercice n°62 page 35. Calculer. Exercice n°74 page 36. Modéliser Médecine.
Exercice n°63 page 35. Calculer &. gExercice n°75 page 36. Modéliser & SNT.
Exercice n°64 page 35. Modéliser. Exercice n°76 page 36. Calculer f
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5 Ouverture

Question ouverte :

En partant d’un polygone a n cotés, le « polygone des milieux » a lui aussi n cOtés puisqu’a chaque
cOté, on associe un milieu et a chaque milieu, un sommet. Sachant qu'un polygone a autant de sommets
que de cotés, alors le polygone des milieux & autant de cotés que celui de départ.

A votre avis, en réitérant I'opération un grand nombre de fois, vers quoi va « tendre » cette suite de

polygones ?

Culture scientifique : Les fractales

Il s’agit d’un type d’objets géométriques tres lié aux suites. Créé par Benoit Mandelbrot en 1974, le
flocon de Von Koch en est un bel exemple.

Voici le protocole de construction :

e Une figure initiale : un triangle équilatéral.

e Une reégle de transformation : Remplacez le tiers central de chaque segment par un triangle équilatéral

sans base.
o Répétez cette opération sur la figure obtenue; Et, ceci, autant de fois que vous le voulez.

™ R
i, - T T :._= by
\ e =
& # i ! ]
B A TR - i s TG i o I s S 1 S Y i
LY A ) ' P A
\ ’ H o2 L !
b o i’ . 7 ]
\ _,-' T — e e i 1
i 4 i L i
. Mo oa e L
) Y A L i 4 3
N L :.:' o -K.:
\ 7 o o ¥ " 7 :'_. s i v Ca u-LI e W
oA , i
4 L : by A tear ..'u}
) b5 L

Ce qui est treés étrange avec cette figure, c’est qu’elle a un périmetre infini et pourtant une aire finie (car
compris dans le cercle circonscrit du triangle initiale)...
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