Espaces complets. Exemples et applications.

Mohamed NASSIRI

Intuitivement, un espace complet, c’est un espace "sans trous". Pour formaliser ceci, on va demander
a toute suite de Cauchy de converger. Un premier contre-exemple facile : la suite (1/n),en, dans R*, est
de Cauchy, car convergente vers 0, mais 0 ¢ R*. Donc R* n’est pas complet (On pouvait le "sentir" car
R* a un "trou" en 0). Il y a d’autres exemples d’espaces non complets Q, C°([0,1],||.||1), ... Parmi ceux
qui sont complets, on le trés célébre R et par le théoréme de Riesz-Fischer, on a que les espaces LP sont
des espaces de Banach pour tout 1 < p < 4o0.

Les quatre points importants sont : "Toute série absolument convergente est convergente", le théoréme
du point fixe est vraie pour les applications contractantes, une application uniformément continue sur
une partie dense se prolonge de fagon unique, et le théoréme de Baire (dont on ne parlera pas ici). Il

s’agit 1a d’un cadre indispensable pour faire de la "bonne analyse fonctionnelle".

Un type important d’espaces complets sont les espaces de Hilbert. Il s’agit d’une généralisation a la
dimension infinie des espaces euclidiens. Les espaces de Hilbert sont trés intéressants car on a un petit
plus géométrique dans ces espaces : orthogonalité, projection sur des sous-espaces, etc.
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1 Suites de Cauchy et proprié-
tés
1.1 Suites de Cauchy

Définition 1 Soit (E,d) un espace métrique On
dit qu’une suite (up) de E est une suite de Cauchy
si, pour tout € > 0, il existe un entier N (dépendant
de €) tel que, pour tout m > N et tout n > N, on
ait d(tp, ) < e. [ELAM] p.34

Remarque 2 La condition ci-dessus s’écrit aussi :
pour tout p € N et tout n > N :n > N implique
d(Unp4p,un) < e. [ELAM] p.34

Proposition 3 1) Toute suite convergente est une
suite de Cauchy

2) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est elle-
méme une suite de Cauchy.

3) Toute suite de Cauchy est bornée. [ELAM] p.34

Exemple 4 o La suite (1/n)pen dans R est de
Cauchy.

e La suite (3 _o1/k)nen dans R n'est pas de Cau-
chy.

Proposition 5 Une suite de Cauchy possédant une
valeur d’adhérence est convergente. [ML3an| p.85

1.2 Espaces complets

Définition 6 On dit qu’un espace métrique (F,d)
est complet si toute suite de Cauchy de E converge.

[GOUan| p.20

Exemple 7 R est complet. Q n’est pas complet.
[GOUan]| p.20

Proposition 8 Soient (E1,dy), ..., (E,,dy) des es-
paces métriques. L’espace métrique E1 X ... X E,
est complet (au sens de la norme produit) si et

seulement si pour tout i, (Fy,d;) est complet.
[GOUan] p.20

Proposition 9 Soit (E,d) un espace complet et
(F,,) une suite décroissante de fermés non vides de



E telle que lirf diam(F,,) = 0 (ou diam(F,) dé-
n—-+0o0

signe le diamétre de F, ). Alors il existe © € E tel
que NpenFr, = {z}. [GOUan] p.20

2 Les grands théorémes

2.1 Théoréme de prolongement

Théoréme 10 Soient (E,dg) un espace métrique,
(F,dr) un espace métriqgue complet, A une par-
tie dense de E et f une application uniformément
continue de A dans F. Alors, il existe une unique
application continue g de E dans F qui coincide
avec f sur A. De plus, g est uniformément conti-
nue. [ML3an] p.95

Application 11 Construction de l’intégrale de
Riemman. [ML3an| p.95

2.2 Théorémes de point fixe

Définition 12 Soient (E,dg), (F,dr) deuz es-
paces métriques. On dit qu’une application f: E —
F est contractante (ou k-contractante) s’il existe

k €]0,1[,Y(x,y) € E?, dp(f(z), f(y)) < kde(z,y).
[ML3an] p.97

Théoréme 13 Théoréme du point fize de Picard
Soient (E,d) un espace métrique complet et f :
E — E une application contractante. Alors [ ad-
met un unique point fize. [ML3an| p.97

Exemple 14 Ce théoréme est fauz si 'on suppose
seulement dp(f(x), f(y)) < dg(x,y). Par exemple,
la fonction définie sur [0, 4o00[ par f(z) = V1 + a2.
Mais si l’on ajoute de la compacité, il redevient vrai.
[ML3an] p.97

Application 15 Le systéme

x = Lcos(z +y)
y = 2sin(z —y)

admet une unique solution. [ML3an] p.692

Proposition 16 Soient (E,d) un espace métrique
complet et f : E — E wune application telle qu’il
existe p € N* pour lequel fP soit contractante. Alors
f admet un unique point fire. [ML3an] p.98

Application 17 Théoréeme de Cauchy-Lipschitz
Soit F': Q C RxR” — R” (o0 Q est un ouvert
de R x R™) une fonction continue et localement lip-
schitzienne en la seconde variable. Alors pour tout
(z0,y0) € Q, il existe un intervalle I voisinage de
to dans R et une unique application ¢ : I — R”
solution de y = F(t,y) telle que p(ty) = zo.
[GOUal| p.354

3 Espaces de Banach

Définition 18 Un espace vectoriel normé complet
s’appelle un espace de Banach. [GOUan] p.20

Proposition 19 Tout espace vectoriel réel normé
de dimension finie est complet. [DTZ] p.43

Théoréme 20 Soient (E,d) un espace complet, et
(un) une suite de Cauchy de E. Si la série ), - un
est absolument convergente, alors elle est conver-
gente. [DTZ] p.260

Théoréme 21 & Théoréme de Riesz-Fischer &
LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < +oc.
[BRZ] p.57

4 Espaces de Hilbert

4.1 Définitions et premiéres proprié-
tés [ML3an| p.324 — 326

Définition 22 Un espace de Hilbert (H,{.,.)) sur
K (= R ou C) est un K-espace vectoriel H muni
d’un produit scalaire (.,.) tel que l’espace vectoriel

(H,||.|| = /{.,.)) soit complet.

Exemple 23 1) K® muni du produit scalaire
(z,y) = Yp_, T,k est complet pour la norme as-
sociée.

2) L*(X, u, C) est complet pour la norme définie par

11l = 1/ Jx LF1P

3) 12(I,K) est complet pour la norme définie par

I[f]| = vV Zke] |z |2

Proposition 24 Identité de polarisation

Soit (H,{.,.)) un K-espace de Hilbert, et soient
T,y € H.

Si K =R, alors

_ Ml +ylP e =yl

<x7y>_ 2
Si K =C, alors
2 _ 112
<x’y>:\|x+y|\ + Iz —yll
4
L lle il = flz =iyl

4

Proposition 25 Identité du parallélogramme
Soit (H,(.,.)) un K-espace de Hilbert, et soient
x,y € H. Alors,

[l +yl[* + [l — yII* = 2(][«]1* + [lyl]*)
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4.2 Orthogonalité [ML3an]| p.326 —
330

Définition 26 Deux éléments x,y € H sont dits
orthogonauzx si (x,y) = 0. On note xLy.

Deuz parties A, B C H sont dites orthogonales si
(x,y) = 0 pour tout x € A et pour tout y € B. On
note ALB.

Proposition 27 Pour toute partie A C H, on note
At ={re H|VYyc A x,y) =0}

AL est un sous-espace vectoriel fermé de H, appelé
orthogonal de A dans H qui vérifie

1) si B C A, alors A+ C B+

2) AcC (Ah)*+

3) AT = At

4) A = vect(A)E = vect(A)

5) vect(A) N At = {0}

Théoréme 28 & Projection sur un convexe fermé
& Soient H un espace de Hilbert réel et K C H un
conveze fermé non vide.

Alors Vx € H, il existe un unique u € K tel que

(4)

xr — u|| = min||x —
I I yelggll yll

De plus, u est caractérisé par la propriété :
ueK et (z—uy—u) <0VyeK (i)
Le point u € K est appelé projeté orthogonal de x

sur K et est noté pg(x).

Théoréme 29 Projection sur un sous-espace
fermé Soient K un sous-espace fermé d’un espace
de Hilbert H et x € H. Alors pour tout y € H, les
conditions suivantes sont équivalentes :

1)y € pr(x)

2)ye K et(z—y)c K+

Proposition 30 Soit K un sous-espace fermé d’un
espace de Hilbert H. Alors Uapplication pyx : H —
H,z — pg(x) est une application linéaire continue
qui vérifie :

1) pk °pKx = pK

2) Impx = K et Kerpg = K+

3) Idg — px est la projection sur K+

4) Kerpg @ Impx = H

Corollaire 31 1) Si L est un sous-espace vectoriel
fermé de H, alors L& L+ = H

2) Si A C H est une partie quelconque de H, alors
vect(A) @ At = H et (A+)+ = vect(A). En parti-
culier, si A = K est un sous-espace vectoriel de H,
alors

KoK =H et (KH)'=K

3) Si K est un sous-espace vectoriel de H, alors K
est dans H si et seulement si K+ =0

Corollaire 32 Un sous-espace vectoriel K de H
est dense dans H si et seulement si toute forme
linéaire continue sur H et nulle sur K est nulle sur
H.

4.3 Polyndomes orthogonaux

Définition 33 Soit (H,{.,.)) un espace de Hilbert.
Une famille (e;);c1 de vecteurs de H est dite

1) orthogonale si {(e;,e;) = 0 pour tous i,j € I tels
quei £ j

2) orthonormée si (e;,ej) = 0;; (ot 0;; est le sym-
bole de Kronecker)

3) totale si vect((e;)ier) est dense dans H.

On appelle base hilbertienne de H une famille or-
thonormée totale de vecteurs de H. [ML3an] p.331

Proposition 34 1) Toute famille orthormée est
libre

2) (ei)ie1 est une famille totale si et seulement si
la condition ((x,e;) = 0 pour tout i € I) implique
2 =0. [ML3an] p.331

Définition 35 Soit I un intervalle de R. On ap-
pelle fonction poids une fonction p : I — R mesu-
rable, strictement positive et telle que

Vn € N, / |z]"p(z) dz < 400
I

On note L*(I, p) lespace des fonctions de carré in-
tégrable pour la mesure de densité p par rapport a
la mesure de Lebesgue. [OBJ] p.110

Théoréme 36 & Base hilbertienne des polyndmes
orthogonaux & Soit I un intervalle de R et p une
fonction poids. S’il existe a > 0 tel que

/ea‘zlp(x) dz < 400
I

alors la famille des polynomes orthogonauz associée
@ p forme une base hilbertienne de L*(I,p) pour la
norme ||.||,. [OBJ] p.140 — 143

5 Espaces de Sobolev #!(]0,1])
et 745([0, 1])
Motivation 37 Soient f € L2(]0,1]) et ¢ €

L*>(]0,1]) des fonctions & wvaleurs positives. On
considere le probléme

g | @+ a@u) = f@), e el
u(0) = u(1) =0

Trouver une solution dans I’espace H des fonctions
de classe C*([0,1]) qui s’annule en 0 et 1 est équi-
valent a trouver une solution au probléeme

a(u,v) = L(v), YveH
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ol
a est une forme bilinéaire symétrique définie par

1 1
a(u,v) = / o (x)v' (z)dx +/ q(x)u(z)v(z)dr
0 0
et L est une forme linéaire définie par

_ /O ' F@yo(a)de

Le théoréme de Riesz permet de résoudre de tels pro-
blémes lorsque 1’espace H est un espace de Hilbert.

Proposition 45 Les  fonctions  de
H'([0,1]) sont héldériennes de rapport i
tout (z,y) € [0,1]2

|u()

ot ||.||12 désigne la norme dans l’espace L*([0,1]).
De plus, lespace H1([0, 1)) s’injecte de fagon conti-
nue dans Uespace C([0,1]) /

llulloo < V2]l l32

Proposition 46 L’espace de Sobolev H!([0,1])

l’espace
: pour

1
—u(y)| < ||Dul[2]z -yl

Définition 38 On appelle espace de Sobolev H ([0, 1)9%injecte de fagon compacte dans les espaces

Despace de fonctions défini, sur Uintervalle [0, 1] par

H%mﬂn={uecwxm|ageL%mux

u(z) = u(0) + /03? g(t)dt}

On appelle espace de Sobolev H}([0,1]),
espace de H'([0,1]) défini par

Ho([0,1]) = {u € H'([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}

Remarque 39 Cette définition est propre a la di-
mension 1.

Proposition 40 Soit u € H'([0,1]), il existe une
unique fonction g € L*([0,1]) telle que

u(z) = u(0) + /Ox g(t)dt

Définition 41 La fonction g est alors notée Du et
est appelée dérivée faible de u.

le sous-

Remarque 42 Si v € C([0,1]), alors u €
H1([0,1]), et Du=u'.

Remarque 43 Soit v € H([0,
toute fonction ¢ € CL([0,1]),

/ dx—/Du

Et réciproquement, si u € H([0,1]) et qu’il existe
g € L2([0,1)) telle que pour toute fonction ® €
Cc([0,1]),

/O () () = / ' g(e)o(a)da

alors g = Du.

1)), alors pour

Proposition 44 (i) L’application ¢ définie par

(u,v) = /O u(t)o(t)dt + /O Du(t) Do(t)dt

pour tout u,v € L?([0,1]), est un produit scalaire
sur H1([0,1]). On le notera {.,.).
(11) Muni de la norme (associé au produit scalaire) :

(/01 lu(t)dt + /01 |Du(t)|2dt>é

H1([0,1]) est un espace de Hilbert.

[lullpr =

C([0,1]) et L2([0,1]).

Remarque 47 L’espace H ([0,
l’espace

1]) coincide avec

{u e L2([0,1]) | Du € L*([0,1])}
ot Du est la dérivée faible de u.

Proposition 48 L’espace H}([0,1]) muni de la
norme ||.||x1 est un sous-espace fermé de H'([0,1]),
c’est donc un espace de Hilbert réel.

Lemme 49 Inégalité de Poincaré
Soit u € H{([0,1]), on a

/|u J2dt < 1 /\Du()|2dt

Corollaire 50 L’application u +— ||Dul|p2 définit
sur H3([0,1]) une norme. Cette norme est équiva-
lente & la norme ||.||%: : pour tout u € H}([0,1]),

on a
2
2l < 1Dz < b

Définition 51 Lorsque u € H§([0,1]) est solution
du probléme a(u,v) = L(v) issu de (1), u est dite
solution faible ou une solution variationnelle de (7).

Théoréme 52 On se donne f € L?([0,1]) et q €
L>([0,1]) avec q(x) > 0 pour presque tout x €

[0,1]. Alors le probléme variationnel
a(u,v) = L(v), Vv e H([0,1])

admet une unique solution u € H([0,1]).
Si, de plus, f et q sont des fonctions continues, alors
u est une fonction de classe C*([0,1]) qui vérifie

{—u”(x) +q(z)u(z) = f(x),
u(0) =u(l) =0

€[0,1]

Remarque 53 Si la forme bilinéaire a n’est plus
symétrique, on utilisera le théoréme de Lax-
Milgram.

Théoréme 54 Théoréme de Lax-Milgram

Soit 'V un espace de Hilbert. On considére a une
forme bilinéaire continue coercive sur V. x V et L
une forme linéaire sur V.

Alors il existe un unique u € V tel que a(u,v) =
L(v) pour tout v € V.
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Questions

Exercice : Montrer que [?(C) n’est pas un espace pré-hilbertien si p # 2.

Solution : On utilise la caractérisation principale des espaces pré-hilbertiens : l'identité du parallélo-
gramme (i.e)

(Une norme ||.|| sur un espace vectoriel F provient d’un produit scalaire)
=
(IIl]] Tidentité du parallelogramme : ||z + y||* + ||z — y|* = 2(|=[[* + [|y]|*) Y(z,y) € E)
Soit p € [1,+o0o[. On considére les deux suites :
z=(1,0,0,...) €’(C) et y=1(0,1,0,...) €lP(C)

D’une part,
e+ yllf + llz — yl[7 = 2%/7 + 2%/

D’autre part,
x5 + [yl = 2

Ainsi ||z + y[|2 + |Jz — yl|? = 2(]|||> + ||y||?) si 22/P = 2 et donc si p = 2.

Exercice : 1) Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application telle qu’il existe
p € N* pour lequel fP soit k-contractante (avec k € [0, 1[). Alors f admet un unique point fixe.

2) Trouver une fonction de R dans R non contractante qui admet un point fixe.

3) Trouver une fonction contractante de ]0, 1] dans |0, 1[ qui n’a pas de point fixe.

4) Montrer que la fonction f définie par f : [0,7/2] — [0,7/2], z — cosz a un point fixe.

Solution :
1) e Unicité : Supposons que f ait deux points fixes a et b (i.e.) f(a) = a et f(b) = b. Remarquons qu’'un
point fixe de f est encore un point fixe de fP. En effet,

fPa) = 771 (f () = 77 a) = fP72(f(a)) = 7 (a) = .. = f(a) = a
=7 ey

Ainsi, a et b sont deux points fixes de fP. Mais comme f? est contractante, on a

d(w,ﬁ@) < kd(a,b)

=a =b

Comme k € [0, 1], on a donc d(a,b) = 0 et donc a = b.
e Existence : Si a est un point fixe de fP, alors

fla) = f(f"(a)) = f*(f(a))

Donc f(a) est aussi un point fixe de fP, mais par unicité, on a donc f(a) = a et a est un point fixe de f.
2) La fonction Identiteé.
3) La fonction x +— x/2

4) La fonction f n’est pas contractante, mais f2 I'est. En effet, f?(z) = cos(cosz) vérifie :

2[, 3 2| tel S — cos(cosy)| = |si s¢) si —y| < lsinll|z —
Y,y €]0,7/2[, e €]0,7/2[ tel que |cos(cosz) — cos(cosy)| = |sin(cosc) sin ||z — y| < [sinl||z — y|
<1o<1
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Comme sinl < 1, on a ainsi que f? est contractante et donc que f admet un point fixe.

Exercice : Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(@) (E,]|-||) est un espace de Banach
(it) Toute série d’éléments de E absolument convergente est convergente

Solution :
(¢) = (ii) : On suppose que (E, [|.||) est un espace de Banach. Soit 3, -z tel que 3, - |[z,|| converge.
Considérons la suite (réelle!) X/ = >")'_,||zk|| et la suite X,, = >°}'_, z; pour tout n > 0. Pour tout

entier ¢ > p, on a:
q q

1 =Xl =11 D0 @l < Y el =X, - X,
k=p+1 k=p+1
Soit € > 0. Comme ) - ||xy|| converge, (X],) est de Cauchy et donc il existe N € N tel que

A !
g>p>N = \Xq—Xp|§e

Par suite, on a
¢>p>N = [|X;—-X,|[<e

Donc la suite (X,,) est de Cauchy dans (E, ||.||) qui est complet donc converge.

(#1) = (7) : On suppose que toute série absolument convergente est convergente. Soit (u,) une suite
de Cauchy dans (E,||.||) donc

(Ve > 0)EN eN)(Vg > p= N) = (llug -yl < )
On prend € = 1, et il existe donc ng € N tel que
pour ¢ >ny = ||ug —up,l|| <1
On prend € = 1/2, et il existe donc n; € N avec n; > ng tel que
|tn, — Une|| < 1etpour g >mny = ||lug —up, || <1/2

, . . . 1 k—1 .
Par récurrence, on construit une suite croissante (ny)ren telle que ||un, — uy, .|| < (3)° . Si on pose

Tl = Up, — Un,_, on voit donc que la série Y ||zy|| converge et par hypothése que la série Yz converge
dans F.

Or Xp, := Y7 _ | Un, — Un,_, = Un, = Up,. On en tire donc que la sous-suite (un,)pen est convergente
dans E donc la suite de Cauchy (u,)nen converge dans E par le lemme suivant (& connaitre!).
Conclusion : (E, ||.||) est un espace de Banach

Lemme : Une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente est elle-méme convergente.
Démonstration

Soit [ = hﬁl Up, et soit € > 0, il existe Py € N tel que pour p > Py, on ait |[u,, —I|| < € (convergence
p—to0
de la sous-suite).

D’autre part, il existe P; € N tel que pour ¢ > p > P, on ait ||uy — up|| < € (suite de Cauchy).
Soit Py = max(Py, Py) et soit p > P, on a

lup = U1 < lup — ||+ [lun, — 1] < 2€
—_——— ———

<e car np>p>P;  <e car p>FPo

Remarque : On a utilisé le fait que n, < p. C’est une des propriétés des suites extraites et qui de-
manque une petite explication.

Il faut montrer que pour ng > 0 et ny1 > np, on a n, > p. Une petite récurrence fera 'affaire.

Pour p = 0, on a bien ng > 0.

Supposons la propriété vraie au rang p et montrons la au rang p+ 1 :

Np+1 > Np > p la derniére inégalité est justifiée par hypothése de récurrence. On a donc npy1 > p mais
comme np41 est un entier, on a donc np41 > p+ 1.
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