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Résumé :

Il s’agit plutôt d’une ”grosse proposition” plutôt que d’un théorème. La première partie nous dit que
Mn(K) ≈ (Mn(K))∗. Quant à la deuxième, c’est une caractérisation intéressante de la trace : il s’agit en
fait de la seule (à coefficient de proportionnalité près) forme linéaire commutative. Et la dernière assertion
nous dit que dans tout hyperplan de Mn(K) contient au moins une matrice inversible.

Prérequis :

Analyse matricielle - Dualité

Théorème :
• Soit A ∈ Mn(K). L’application

fA : Mn(K) → K

X 7→ Tr(AX)

induit un isomorphisme entre Mn(K) et (Mn(K))∗

• Soit f : Mn(K) → K une forme linéaire telle que f(XY ) = f(Y X), ∀X,Y ∈ Mn(K). Alors
∃λ ∈ K tel que f(X) = λTr(X).
• ∀n ≥ 2, tout hyperplan de Mn(K) rencontre GLn(K).

Démonstration.
• Soit (Eij)1≤i,j≤n la base canonique de Mn(K). Petit rappel (très) utile pour la suite : EijEkl = δjkEil.
(On démontre cette formule dans la partie ”Remarques”).
fA induit l’application

f : Mn(K) → (Mn(K))∗

A 7→ fA
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Clairement, f est une application linéaire (linéarité de la trace), et comme dim(Mn(K)) =dim((Mn(K))∗) =
n2 (dans un espace vectoriel E de dimension finie n ≥ 1, on a toujours dimE =dimE∗ = n), il nous suffit de
montrer que f est injective.
Soit donc A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn(K) telle que f(A) = fA = 0. On a donc pour 1 ≤ i0, j0 ≤ n

0 = Tr(AEi0j0) = Tr(
∑

1≤i,j≤n

aijEijEi0j0) = Tr(
∑

1≤i,j≤n

aijδji0Eij0) = Tr(
n∑

i=n

aii0Eij0) = aj0i0

Comme ceci est valable pour tout 1 ≤ i0, j0 ≤ n, on a donc A = 0, et par suite f est injective, donc bijective.
Conclusion : Mn(K) ≈ (Mn(K))∗.

• ∀ 1 ≤ i, j ≤ n
f(Eii) = f(EijEji) = f(EjiEij) = f(Ejj)

Si 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, on a :

f(Eij) = f(EiiEij) = f(EijEii) = f(0) = 0

On note λ la valeur commune des f(Eii). Ainsi λTr et f coïncident sur les éléments de base Eij donc f = λTr.

• Soit H un hyperplan de Mn(K). C’est donc le noyau d’une forme linéaire non nulle φ (i.e.)

H = Ker(φ) = {X ∈ Mn(K) | φ(X) = 0}

et d’après ce qui précède, ∃A ∈ Mn(K) telle que φ(X) = Tr(AX), ∀ X ∈ Mn(K). Ainsi,

H = {X ∈ Mn(K) | Tr(AX) = 0}

Donc il nous suffit de montrer qu’il existe X ∈ GLn(K) telle que Tr(AX) = 0. Allons-y !
Soit rg(A) = r ≥ 1, ∃P,Q ∈ GLn(K) telles que

A = PJrQ, où Jr

(
Ir 0
0 0

)
Alors si X ∈ Mn(K), Tr(AX) = Tr(PJrQX) = Tr(JrQXP ).
Il suffit donc à présent de trouver une matrice inversible Y telle que Tr(JrY ) = 0 (on posera ensuite
X := Q−1Y P−1 ∈ GLn(K) ∩H).
Abracadabra !

Y =


0 0 . . . 1

1
. . . . . . ...

... . . . 0 0
0 . . . 1 0

 ∈ GLn(K) convient car JrY a sa diagonale nulle.

Remarques :
• On va démontrer la petite formule EijEkl = δjkEil (et il est important de savoir le faire !) On propose

deux démonstrations ici : une avec overdose de formules et d’indices, une autre avec plus de ”blabla”.

◦ Pour commencer, remarquons que le terme d’indice (i, j) de Ekl vaut : δikδjl (prenez quelques
secondes pour en convaincre). Calculons le produit EijEkl :
∀ 1 ≤ a ≤ n, ∀ 1 ≤ b ≤ n

(EijEkl)ab =

n∑
c=1

(Eij)ac(Ekl)cb =

n∑
c=1

δiaδjcδkcδlb = δiaδlb

n∑
c=1

δjcδkc = δiaδlbδjk = (δjkEil)ab
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. Comme ceci est vrai pour tout a, b, alors on a bien

EijEkl = δjkEil

◦ Posons A = EijEkl.
(1) Comme toutes les lignes de Eij sont nulles sauf la i-ème, il en est de même pour les lignes de A.
(2) De même, comme toutes les colonnes de Ekl sont nulles sauf la l-ème, il en est aussi de même des
colonnes de A.
(3) Donc le seul coefficient éventuellement non nul de A est celui d’indices (i, l), égal au produit de la
i-ème ligne Li de Eij par la l-ème colonne Cl de Ekl, et qui vaut donc : 1 (seul coefficient non nul de
Li, situé la j-ème place) fois le j-ème coefficient de Cl, lequel vaut 1 si j = k et vaut 0 sinon. Ceci
montre que

EijEkl =

{
Eil si j = k

0 sinon

• Revenons quelques instants sur la conclusion. Le fait que Y =


0 0 . . . 1

1
. . . . . . ...

... . . . 0 0
0 . . . 1 0

 ∈ GLn(K) peut se

voir de deux façons : on remarque que c’est une matrice de permutation (et celles-ci sont inversibles) ou
alors, en développant par rapport à la deuxième colonne, que le déterminant vaut ±1 (le déterminant
d’une matrice de permutations vaut ±1).

• Revenons aussi sur le fait que JrY à sa diagonale nulle. Il faut quand même se rappeler que, dans le
cadre de la démonstration, on cherchait des matrices avec une trace nulle, et avec notre gaillard Jr
c’était mal parti (il a des 1 sur sa diagonale ...).
Qu’à cela ne tienne ! On va permuter les colonnes de Jr, en multipliant par une matrice (de permutation)
Y , pour n’avoir que zéros sur la diagonales de JrY .

Ainsi la matrice (de permutation) Y =


0 0 . . . 1

1
. . . . . . ...

... . . . 0 0
0 . . . 1 0

 agit sur Jr de la sorte :

C1 s′envoie sur Cn

C2 s′envoie sur C1

C3 s′envoie sur C2

...

Cn s′envoie sur Cn−1

donc

JrY =



0 . . . 0 0 . . . 1

1
. . . ...

... . . . 0
... . . . ...

... . . . ...

0 . . . 1 0
. . . ...

0 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0


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• On peut démonter un résultat intéressant en utilisant la caractérisation des formes linéaires sur Mn(R) :

Proposition : Vect(On(R)) = Mn(R).

Démonstration : On peut déjà regarder ce qu’il se passe pour n = 1. On a

O1(R) = {±1} et M1(R) = R

Incontestablement, on a Vect(O1(R)) = Vect({±1}) = R = M1(R)

Pour montrer que Vect(On(R)) = Mn(R), on va montrer que On(R) n’est jamais contenu dans un
hyperplan de Mn(R).
Il faut donc se rappeler la caractérisation des hyperplans de Mn(R) :
Soit H un hyperplan de Mn(K). C’est donc le noyau d’une forme linéaire non nulle φ (i.e.)

H = Ker(φ) = {X ∈ Mn(K) | φ(X) = 0}

Or, pour A ∈ Mn(R). L’application

fA : Mn(R) → R
X 7→ Tr(AX)

induit un isomorphisme f entre (Mn(R)) et son dual (Mn(R))∗

f : Mn(R) → (Mn(R))∗

A 7→ fA

Par conséquent, ∃A ∈ Mn(R) telle que φ(X) = Tr(AX), ∀ X ∈ Mn(R). Ainsi,

H = {X ∈ Mn(K) | Tr(AX) = 0}

Donc il nous suffit de montrer qu’il existe X ∈ On(R) telle que Tr(AX) 6= 0. Allons-y !

Par le théorème de décomposition polaire, il existe un couple (O,S) ∈ On(R)×S+
n (R) tel que A = OS.

Par conséquent,
Tr(AX) = Tr(OSX)

En prenant, X = O−1 ∈ On(R), on a

Tr(AX) = Tr(OSO−1) = Tr(S) 6= 0 car S ∈ S+
n (R)

□
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