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Résumé :
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Prérequis :

Convolution - Approximations de 'unité - Convergence uniforme

Théoréme : Si J est un segment de R, et si f: J — C est continue, alors f est limite uniforme
sur J d’une suite de fonctions polynéme.

Démonstration. On note C?(R) I'espace des fonctions continues sur R dans C & support compact. En consid-
érant une fonction f € C%(R), on va utiliser la convolution avec des approximations de 1'unité pour construire
une suite de polynémes qui va tendre uniformément sur un segment de R vers f.

Etape 1 : Convergence uniforme a l’aide des approzimations de l'unité :

Soit (Xn)nen une approximation de l'unité et f € CO(R). Montrons que la suite (f * X, )nen converge
uniformément vers f sur R.

Soit € > 0. Comme la fonction f est continue et nulle en dehors d’'un compact, elle est donc uniformé-
ment continue sur R, et ainsi

I >0, V(z,y) €R?, |z —y|<n = |flx) - fy) <e

Choisissons N € N tel que
/ Xn(t)dt < € pour tout n > N
[t|>n



En se rappelant que fR Xn(t)dt =1 et que les fonctions x,, sont positives, on a pour tout n > N,

+oo
Ve € R, |f # xule) - f()| = \ | w0~ f(x))xnmdt]
<

+n
_/t|> |f(I*t)7f(I)|Xn(t)dt+[ 1f(z — 1) — f(2)]xn(t)dt
+n
< 2|‘f||m€+€[ Yo ()dt
T
<Hfllace+e [ xalt)dt = Sl + 1

Par passage au supremum sur x € R, on obtient
I1f *xn = flloo = Suglf *Xn (@) = f(2)] < Q2[flloo + 1)e
S
D’ou la convergence uniforme.

Etape 2 : Choixz d’une approximation de l'unité particuliére :

Pour tout n € N, on pose

pn:R—C

_ £2\n : < 1
t+—>{él E) o siftl <1 avecan:/ (1—t*)"dt

sinon 1

Montrons que (pn)nen est une approximation de I'unité.
- Pour tout n € N, les fonctions p,, sont manifestement positives.

- Puis, par définition de a,, on a
“+oc0 1
/ pu(t)dt = / pa(t)dt =1
1

— 00 —

- Enfin, pour tout n € N*, on a

an—/l (1tz)”dt—2/01(1t2)”dt22/01t(1t2)”dt— [

-1

—(1 —¢2)n+1 1 1
n+1 Oin—|—1

donc si a > 0 (et @ < 1), pour tout n € N*, on a
2 ! 2\n 2 2\n 2\n
pu(t)dt = — [ (1—#)"dt > —(1—a®)" < 2(n+ 1)(1 — a?)
[t|>a Qn Jao Qn

et comme |1 —a?|" < 1, on a donc

/ pa(t)dt <2(n+1)(1—a?)" — 0
[t]>c

n—-+oo

Donc (pn)nen est une approximation de 'unité.

Etape 3 : Montrons que f * p,, est un polynéme :

Soit f € C%(R), nulle en dehors de I = [—1/2,1/2]. Alors, pour tout z € I, on a

1/2
[ pa() = / (e —DfBd (D)

—1/2
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Lorsque x € [ et t € I, on a |z —t| < 1, donc
polz—t) = (1~ (z—1)*)"/ay

et en développant le second membre, on peut écrire
2n
pala—1) = > au(t)at
k=0

ol, pour tout k, g est une fonction polynoéme. En remplagant dans (f), on a donc pour tout z € I, on a

2n 1/2
k xT) = I,k‘
[ *pn(2) kZ:O </1/2 qk(t)f(t)dt>

qui est bien une fonction polynéme sur I.
Conclusion :

Par U'étape 1 et 2, on en déduit donc que la suite (f * p,)nen converge uniformément vers f sur R, a
fortiori sur I. Donc f est limite uniforme sur I d’une suite de fonctions polynéme.

Soit maintenant [a,b] un segment de R et f : [a,b] — C une fonction continue. En considérant un in-
tervalle plus grand [c, d] (avec ¢ < a et b < d), on prolonge f sur [c, a] (resp. sur [b,d]) par une fonction affine
prenant la valeur 0 en ¢ et la valeur f(a) en a (resp. la valeur 0 en d et la valeur f(b) en b). On prolonge
ensuite f sur R en posant f(z) = 0 en dehors de [c, d].

Ainsi, le prolongement de f que ’on vient de construire est continu sur R, et est nul en dehors d’un compact.
Donc f € C)(R).

f
{ { ] ]
0 c a b d
Ensuite, en effectuant un changement de variable affine, on peut se ramener au cas ou [¢,d] = [-1/2,1/2].
Ainsi, la fonction f est limite uniforme sur [¢,d] d’une suite de polynéme, donc en particulier sur [a,b] C
e, d]. O

Remarques :

e Fonctions a support compact : Nous avons considéré au tout début de cette démonstration I’espace
des fonctions continues sur R dans C & support compact que nous avons noté CO(R).
On rappelle quelques définitions :

Définition : Soient I un intervalle de R et f une fonction continue sur I.
(7) On appelle support de f dans I ’ensemble

supp;(f) :=={z €I | f(z) #0} €1

ou 'adhérence est relative a la topologie de I.
(74) On dit que f est a support compact si supp;(f) est un compact de I.
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La notion de support dépend du domaine de définition de f ! Par exemple, la fonction

R—-R

1
Tre 1-07 X]—1,1[(17)

a pour support [—1,1] qui est un compact de R. Elle est donc & support compact dans R. En revanche,
la fonction

]— 1,400 = R
T e_m)q_m[(x)

a pour support | — 1, 1] qui est un fermé dans | — 1, +00[ (car c’est le complémentaire de | — 1, +o00[\] —
1,1] =]1,4o00[ qui est un bien un ouvert de | — 1, 4+00[). Mais | — 1, 1] n’est pas un compact | — 1, +o0[
car ce n’est pas un fermé borné de R.

e Convolution :

e Approximations de I’unité :
On rappelle qu'une approximation de 1'unité est une suite (x,)nen de fonctions positives de C2(R)
telles que
+oo
Vn € N, / Xn(t)dt=1 et Va>0, lim Xn(t)dt =0

—o0 n—+0o0 [t|>a

Parmi les approximations de I'unité, on peut citer :

n
Approximation de Laplace : xn(z) = 56_"‘”6‘
Approximation de Cauch (@)=t
roximation de Cauc : x) = —
pp y Xn 7T1—|—n2x2
n 'n,212
Approximation de Gauss : xn(z) = e 2

Dans la démonstration, nous avons montré dans I’étape I que

"Si f est uniformément continue sur R et bornée, alors (f * Xn)nen converge uniformément vers f
sur R."

e Un résultat dans les espaces LP(R) :
11 se trouve que 'on a méme théoréme dans les espaces LP(R).

Théoréme : Si f € LP(R), 1 < p < 400, alors (f * ¢n)nen converge vers f dans LP(R).

Démonstration :
demo

Ce théoréme est faux dans L>°(R). Ceci provient a pour tout h # 0,
du fait que I'opérateur de translation n’est pas con-
tinue dans L>°(R). En effet, en prenant x(o 1}, on

Im0(f) = Flloe = 120
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Tf

e Approximation de ’unité p, :
Voici a quoi ressemble ’approximation p,, que nous avons introduit :

-0.5 1

Tracé de py, ps, p11 et pis

e Convergence uniforme sur R :
Le théoréme de Weierstrass nous dit qu’une fonction continue sur un segment de R est limite uniforme
(sur ce segment) d’une suite de polynéme. On peut se poser la question de cette convergence sur R tout
entier. On va montrer que les fonctions sur R qui sont limite uniforme sur R de suites de polynomes
sont en fait les polynomes.

Démonstration :

Soit donc une suite (P,),en de polynomes telle que P, vy, f (Ge)

Soit € >0, AN € Ntel que Vz € R, n > N = |P,(z) — f(z)| < e

Ainsi pour tout z € R, p,q > N = |Py(z) — Py(2)| < |Py(z) — f(z)| + |Py(z) — f(z)] < 2¢

Donc le polynome P, — P, est borné, et par conséquent constant. Autrement dit, pour p,q > N,
P, — P, = ¢, (constante qui dépend de p et g).

En fixant ¢ = N, on a pour p > N, P, — Py =¢,. (#)

Et du coup, pour p> N, q¢> N,ona P, — P, =c¢, — cq.

Ainsi, pour p > N, ¢ > N, on a |¢, — ¢4| < 2¢ et donc (¢,) est une suite de Cauchy dans R, qui est
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complet, donc converge vers ¢ dans R.
En passant a la limite (p — 4o00) dans (¢), on a f — Py = ¢, et ainsi f = Py + ¢ est bien un polynome.

O

e Changement de variable affine :
A la fin de la preuve, nous avons écrit :

"en effectuant un changement de variable affine, on peut se ramener au cas ot [¢,d] = [—1/2,1/2]"

Explicitons un peu ce changement. Il s’agit donc d’un changement de variable affine, donc de la forme

y = ax + . Comme c doit s’envoyer sur f% et d sur %, ce changement de variable doit vérifier le

systéme suivant

1 1
-5 =ac+p « p s
1 _ _lectd
3 =ad+f B 2d—c
I ]
I ]
1 1
2 T 2
1 _ lectd
Y= dfcx 2d—c
[ ]
I ]
¢ d

e Fonctions "plateau" :
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