[lustrer par des exemples quelques méthodes de calcul
d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.
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Le calcul intégral est présent dans plusieurs branches des mathématiques. Le calcul intégral le plus
originel (scolairement) est le calcul a laide de primitives. Il nous dit que si F' est une primitive de f
sur un intervalle [a, b], alors Ce méme calcul nous conduit également aux intégrations par parties. Cette
derniére méthode nous permet de calculer les célébres intégrales de Wallis.

Le théoréeme de Fubini nous permet d’intervertir des symboles [/ [ sous certaines conditions. La jolie
formule suivante est déduite de ce théoréme : Pour 0 < a < b, on a

‘oo —ax _ ,—bx
/ de = Inb — Ina
0 X

Une autre méthode, trés importante également est le changement de variables. Elle consiste & "changer
les variables" d’intégration pour obtenir une intégrale plus simple & calculer. Une des applications célébres
de ce théoréme (avec un zeste de Fubini) est I'intégrale de Gauss :

+o0 2
/ e ¥ dr=+/7

oo

Ensuite, on voit quelques méthodes qui utilisent la convergence des suites et séries. Le théoréme de
convergence monotone, le lemme de Fatou, et le théoréme de convergence dominée nous permettent d’in-
tervertir les symboles lim et |.

Puis, en utilisant la régularié, on a également le théoréeme de continuité sous le signe intégral et
le théoreme de dérivabilité sous le signe intégral. Mais également du co6té de l'analyse complexe, on a
le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral. Un trés bon exemple qui utilise ces théorémes est la
fonction Gamma d’Euler. Dans le cas complexe, on obtient, pour z € C tel que Rez > 0, que la fonction

+oo
I': 2z~ / e P tde
0

est holomorphe dans C; = {z € C | Rez > 0}

Toujours, du c6té de I'analyse complexe, on a comme résultat le théoréeme des résidus qui nous permet
de calculer I'intégral d’une fonction seulement & partir des résidus de la fonction. On donne I'exemple de

Iintégrale
2w
/ L g
o cosf —2 V3

qui, sans la méthode des résidus, est un calvaire & calculer ...

Les méthodes numériques nous donne diverses moyens de calculer f; f(t)dt notamment grace aux
méthodes de Newton-Cotes qui consiste a remplacer la fonction & intégrer par son polynéme d’interpo-
lation de Lagrange aux points ot 'on a discrétisé l'intervalle [a,b]. Bien évidemment, 'intérét de ces
méthodes est leur convergence quand le pas de discrétisation tend vers 0 mais également le fait qu’on
puisse controler ’erreur commise pour un certain pas h.

La méthode de Laplace nous permet d’obtenir un résultat asymptotique pour le calcul d’une integrale.
On peut donner une interprétation assez simple de la méthode de Laplace. En remarquant que, pour ¢



assez grand, la fonction z — e~ *?(®) décroit rapidement, la méthode de Laplace dit que grosso modo la
contribution essentielle & 'intégrale provient d’un voisinage du point a qui est ’abscisse du maximum de
la fonction x + e~**(®). Un dessin vaut mille mots (et surtout le baratin précédent ...).

e—te(z)
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Méthode de Laplace

Dans cette lecon, E est un espace de Banach sur
K (K=R ou C) et [a, b] un segment de R non réduit
a un singleton.

1 Meéthodes internes

1.1 Primitive [GOUan| p.123 — 133

Théoréme 1 Soit f : [a,b] — R wune fonction
continue. Alors Dapplication

est de classe C' sur [a,b] et on a

Va € [a,b], F'(x) = f(z)

Exemple 2 Quelques primitives ... (F(x) désigne

une primitive de f(z))

@) Fz)
", n#—1 )
1 In|z|
e* er
sinx CcOST
COST —sinx
tanz —In|cosz|
shx chx
chx —shx
thz In|chz|
\/ﬁ, a > 0 arCSin%
5, a#0 | farctan®
a2+4x2) a a

Corollaire 3 Toute application continue f
[a,b] — R admet au moins une primitive F, et pour
toute primitive F de f, on a

/fwm=wwm=ﬂm—ﬂm
Exemple 4

1
1
[l
o 1+1¢t2 4

Application 5 Inégalité de Young
Soit f : Ry — R une fonction dérivable strictement
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croissante telle que f(0) = 0. Alors
(i) Pour tout x >0, on a

» f(@)
| rwars [ e = ap@)
0 0

(ii) Pour tout a,b >0

/f dt+/f

On a égalité dans linégalité précédente si et seule-
ment si f(a) =b.

t)dt > ab

1.2 Intégration par parties

Théoréme 6 Soient u,v :
tions de classe C. Alors

[a,b] — C deuzx fonc-

Application 7 Formule de Wallis :
Pour tout n € N, on pose

/2
I, = / sin"zdx
0

Alors, on a

1 2p(2p-2)..2 77
lim - =T
p—+oop | (2p—1)(2p — 3)...1
et donc
T
I, ~ —
n—+oo \ 2n

1.3 Théoréme de Fubini
p.258-259

Théoréme 8 Soient (X, M,u) et (Y,N,v) deuz
espaces mesurés o-finis.

1. Tonelli :

Soit f: X xY — [0,4+00] une fonction (M @ N)-
mesurable. Alors,

[ML3an]

est N -mesurable.
(v) Enfin, on

| s@ant) = [ nwavty)

:/Xxyf(q;,y)d(uébV)(l"ay)

2. Fubing :

Soit f: X xY — [0,+00] une fonction (M Q@ N)-
intégrable. Alors,

(i) pour p-presque tout x € X, la fonction f, : Y —
C est v-intégrable,

(1) pour v-presque touty € Y, la fonction f, : X —
C est p-intégrable,

(iii) la fonction g définie p-presque partout par

est p-intégrable,
(iv) la fonction h définie v-presque partout par

h:Y —=C
v [ @)

est v-intégrable.

(v) Enfin, on

/X o(z)du(z) = /Y h(y)dv(y)
- /X @i ey

/(/ f(x’y)dV(y)) dp(x)
-, </ f@,y)d ) v(y)

—/Mf( Y)d(s® v)(x,7)

Exemple 9 Pour 0 < a < b, la formule

(i.e.)

(1) pour tout x € X, la fonction f, : Y — C est 4o —ap  —bs
N -mesurable, / idx = Inb — Ina
(i1) pour tout y € Y, la fonction f, : X — C est 0 x
M-mesurable, .
(iii) la fonction 1.4 Changement de variables
[GOUan| p.334-335
g: X —[0,400]
Théoréme 10 (Admis) Théoréme de
x| fu(y)dv(y) changement de variables :
Y Soient U un ensemble mesumble compact de R™,
est M-mesurable, ¢ un Cl-difféormorphisme de U sur @(U) tel que
(i) la fonction @ et son jacobien J(p) se prolonge contindment sur
U. Alors V.= ¢(U) un compact mesurable et pour
h:Y = [0, 400] toute fonction continue f:V — R, on a
v J D) | o= [ stotplieiwid
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Remarque 11 Dans la pratique, on utilise souvent
le théoréme sous la forme suivante :
Soient ¢ : [a,b] — R une fonction de classe C' et

f:ICR—FE ona
/tp(b)
w(a)

Corollaire 12 Passage en coordonnées polaires :
Dans R?, on désigne par (r,0) € R* x [0,2n] les
coordoonées polaires et (x,y) = (rcosf,rsinf) les
coordonées cartésiennes.

Soit D (resp. A) un compact de R? représenté
en coordonées cartésiennes (resp. coordoonées po-
laires). Alors,

fw)du

b
/ () ()t

/Df(x,y)dxdy://A f(rcosé, rsind))rdrdro

Application 13 Calcul de lintégrale de Gauss :
I

2 Meéthodes externes

e de = /7

2.1 Convergence des suites et séries
[ML3an] p.239 — 261

(X, M, 1) est un espace mesuré.

Théoréme 14 Théoréeme de convergence monotone

Soit (fn : X — [0, +00])nen une suite de fonctions

mesurables vérifiant f, < fni1 pour tout n € N.

Soit f = lim f,. Alors f est mesurable, et on a
n—-+o0o

| o= dim [ £,

Corollaire 15 Soit (f, : X — [0,4+0])nen une

suite de fonctions intégrables vérifiant fr, < fny1

pour tout n € N. Soit f = lilf fn. Alors f
n—-+0oo

lim
n—-+o0o

est intégrable si et seulement si la suite croissante
(fm fn)nen est marjorée. Dans ce cas, on a

| o=t [ £,

Théoréme 16 Lemme de Fatou
Soit (frn : X — [0,400])nen une suite de fonctions
mesurables. Alors

/X (lim inf f,)) = lim inf ( /X fn)

Théoréme 17 Théoréme de convergence dominée

lim
n—-+oo

f(x) pour presque tout x.

(i1) Il existe une fonction g : X — [0, +o0] inté-
grable telle que, pour tout n € N, |f,| < g pour
presque tout x.

Alors, la fonction f est intégrable sur X et on a

I)nEIEOOfXU’n*.ﬂ:O
2) lim fon:fo

n—-+4oo

2.2 Utilisation de la régularité

Théoréme 18 Théoréme de continuité sous le
signe intégral

Soient (X, M, 1) un espace mesuré, (E,d) un es-
pace métrique et a € E. On considére une fonction
fiExX — C telle que :

(i) Yx € E, Uapplication y — f(z,y) est M-
mesurable.

(ii) Pour presque tout y € X, Uapplication x —
fx,y) est continue au point a.

(iii) 3g € L'(n) telle que |f(z,y)| < g(y) Yz € E
et pour presque tout y € X.

Alors Uapplication

F:E—-C
- /X f(z,y)duy)

est définie et continue en a. [ML3an] p.275

Théoréme 19 Dans la pratique ...

Soient I un intervalle de R d’extrémités a et b (avec
—00 <a<b<+4o00) et (E,d) un espace métrique.
On considére une fonction f : Ex I — C telle que :
(i) Yx € E, Uapplication t — f(x,t) est continue
par morceaus sur 1.

(ii) ¥t € I, Uapplication x© — f(z,t) est continue
sur A.

(iii) il existe une fonction positive g, continue par
morceaux et intégrable sur I telle que |f(z,y)| <
g(y) Ve € E.

Alors application

F:FE—C

b
xl—)/ Sz, t)dt

est définie et continue sur E. [GOUan] p.157

Exemple 20 Soit f : Ry — R une fonction inté-
grable. La transformée de Laplace F de f définie sur
R, par

+oo
F:xw— / e M f(t)dt
0
est continue sur Ry. [ML3an] p.277

Théoréme 21 Théoréme de dérivabilité sous le
signe intégral

Soient (X, M, p) un espace mesuré complet et (fy, :
X — C)pen une suite de fonctions intégrables. On
suppose que :

(i) La suite (fn(x))nen converge vers une limite

Soient (X, M, u) un espace mesuré et I un inter-
valle ouvert de R. On considére une fonction f :
I x X — C telle que :

(i) Vx € I, Uapplication y — f(z,y) est intégrable.
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(ii) Pour presque tout y € X, Uapplication x
f(x,y) est dérivable sur I.
(i4i) g € L(u) telle que
et pour presque tout y € X.
Alors Uapplication

%(w,y)‘ <g(y) Ve eI

F:FE—=C
xH/Xf(wvy)du(y)

est définie et dérivable sur I, et on a

Fl(z) = /X %(r,y)du(y)

[ML3an| p.276

Théoréme 22 Dans la pratique ...

Soient I un intervalle de R d’extrémités a et b (avec
—00 < a<b<+400) et Jun intervalle de R. On
considére une fonction f:J x I — C telle que :
(i) Yo € J, Uapplication t — f(x,t) est continue
par morceaux et intégrable sur I.

(i1) [ admet une dérivée partielle % vérifiant les
hypothéses du théoréme 7.

Alors lapplication

F:J—C

b
m»—)/ fz,y)dt

est définie et de classe C* sur J, et on a

b
P = [ ey

[GOUan] p.157

Exemple 23 Soit f : Ry — R une fonction inté-
grable. La transformée de Laplace F de f définie sur
R4 par

+oo
F:zw / e " f(t)dt
0
est de classe C* sur RY . [ML3an] p.277

Corollaire 24 Sans l’hypothése de domination
Soient [a,b] un segment de R et J un intervalle de
R. On considére une fonction f : J X [a,b] — C
continue sur J X [a,b]. Alors Uapplication

F:J—-C

b
x»—)/ f(z,y)dt

est continue sur J.

. L. N . f
Si de plus, f est dérivable par rapport a x et si g
est continue sur J x [a,b], alors F est de classe C*
sur J, et on a

b

of

Fl(z) = —(z,y)dt
@)= G

[GOUan] p.158

Exemple 25 Fonction Gamma - cas réel
Pour tout x > 0, la fonction

+oo
T':zw— / et 1de
0

est de classe C™ sur )0, +oo| et pour tout n € N*,
on a

+oo
Ve >0, TM(z)= / (Int)"e~'t*~1dt
0
[GOUan] p.158

Théoréme 26 Théoréme de d’holomorphie sous le
signe intégral

Soient (X, M, u) un espace mesuré et D un ouvert
de C. On considére une fonction f : D x X — C
telle que :

(i) Yz € D, Uapplication y — f(z,y) est mesurable.
(i) Pour presque tout y € X, Uapplication x —
f(x,y) est holomorphe dans D.

(iii) 3g € L' () telle que |f(z,y)| < g(y) Vz € D et
pour presque tout y € X.

Alors lapplication

F:D—C

v /X F(zy)du(y)

est définie et holomorphe dans D, et on a

= g(z,y)du(y)

F'(z) = i

[MLan] p.279

Exemple 27 Fonction Gamma - cas complexe
Pour z € C tel que Rez > 0, la fonction

400
T':zm— / e P At
0

est holomorphe dans C; = {z € C | Rez > 0}
[ML3an| p.279

2.3 Théoréme des résidus [CAND]
p.113 — 121

Théoréme 28 Soit U un ouvert non vide et a €
U. Soit f une fonction analytique/holomorphe sur
U\{a}. Pour tout disque fermé D(a,R) (R > 0),
inclus dans U, on a pour tout z € D(a, R)\{a}

+oo +oo
flz)= Z Com(z—a) ™™+ Z en(z—a)”
m=1 n=0
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Ce développement est unique et est appelé

développement de Laurent de f en a.

La série
—+oo
Z Cem(z—a)™™
m=1

s’appelle la partie singuliére de f en a.
Les coefficients c,, et c_,, sont donnés par

1 2w . .

Cn = 5 i f(a+ Re?)e™™0d0 pour n >0
rm 27 . .

Comp = — f(a+7re?)e™8d0 pour m > 1

2T 0
ot 0 < r < R est quelconque.

Définition 29 Soient U un ouvert, a € U et f une
fonction analytique/holomorphe dans U\{a}. Le co-
efficient c_1 du développement de Laurent de f en a
s’appelle le résidu de f en a, il est noté Res(f,a).

Théoréme 30 Théoréme des résidus

Soit U un ouvert simplement conneze, ay, as,...,an
des points de U et f une fonction analy-
tique/holomorphe dans U\{a1, as, ...,a,}. Soit v un
lacet de U\{a1, ag, ..., an} tel que pour tout i le lacet
v entoure une fois le point a; (c’est-a-dire est ho-
motope dans U\{a;} a un cercle centré en a; ). Dans
ce cas, on a

/f(z)dz = QiWiRes(f, a;)
gl i=1

Application 31

2T
1 2
/ 4=
o cosf—2 V3
Corollaire 32 Soit U wun ouvert simplement

conneze et f une fonction analytique/holomorphe
dans U. Soit v un lacet de U entourant une fois les
zéros de f.

Alors le nombre de zéros de f, comptés avec leur
multiplicité, entourés par vy est

1 [ f(z)
sin | 15
3 Meéthodes numériques et
asymptotiques
3.1 Meéthode de Newton-Cotes

[HUB2| p.1 — 8

Principe 33 On se donne une subdivision a =
2o < 21 < ... < xy = b d’un intervalle [a,b]. On a

donc
b - 1
/a f(z)da = % kzzo(wkﬂ - xk)/_l (o) dt

N-1

avec ay, =
Une méthode de Newton-Cotes consiste a se don-
ner une formule de quadrature dite élémentaire de
la forme suivante :

/ g(t)dt ~ Zwig(sz‘)
-1 i=0

ou s; désignent les p+ 1 points équirépartis sur l'in-
tervalle [-1,1] :

Tp+1+Tk Th41—Tk
2 +1 2 :

et d’approcher alors f: f(z)dz par

N

,, ]
JRECIEEED SCETR) gy

k=0

—
S|

avec T; ) = ’3’““;“ + 5 DAL TE

2

Proposition 34 La formule de quadrature élémen-
taire d’ordre p est obtenue en remplacant la fonction
g par son polynome d’interpolation de Lagrange aux
points s;. En notant Ly, le i*®™® polynéme d’inter-

polation de Lagrange associé aux points s; :

Liw) =] =

G 50T

les formules de quadrature élémentaires sont par
conséquent données par

/ g(t)dt ~ > g(s:) / Li(t)dt ~ > " wig(si)
-1 i=0 -1 i=0
o W; = f_ll Li(t)dt.

Exemple 35 voir Tableau 1

Théoréme 36 Convergence des méthodes de

Newton-Cotes

Soit f une fonction Riemann intégrable sur un in-
tervalle de discrétisation [a,b]. On se donne une fa-
mille de discrétisation de [a,b]

a=xh<abt <..<al=b

Soit T (f) la formule de quadrature d’ordre p asso-
ciée :

TH) = 5 3 ey = al) D wif(elh)
=0

Alors T;‘(f) converge vers ff f(z)dx lorsque le pas
h de la discrétisation tend vers zéro.
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Théoréme 37 FErreur de quadrature

On note T[p’b](f) la formule de quadrature d’ordre

p, associée & la discrétisation de [a,b], a = xg <
r <..<zy=b:

N—

H

1
T (f =3
k=0

p
(@h1 — 2x) Y wif (i)
=0

Si f est une fonction de classe CPT1, et si on note h
le pas de la discrétisation h = ,nax |z — xkl,

.....

alors

— TE (D] < Cp(b = a)h? | P+

ot C}, ne dépend que de p.

3.2 Comportement asymptotique
méthode de Laplace [ROU] p.349
— 351

Théoréme 38 & Méthode de Laplace @

Soit ¢ : [a,b[— R, de classe C? et fla,b[— C telle
que e~ % f soit Lebesgue intégrable pour un certain
tg. On suppose que f est continue en a et f(a) # 0

= [l et e
"(a) =0 et ¢"’(a) > 0 alors

et on pose F(t
Sip >0 sur]a bl, ¢

T e #f(a)
2¢"(a) Vit

Application 39 Formule de Striling :
Soit T(x+1) = f+°° sint=tqt. Alors

[(z+1) ~ “T( ) \/> Vot tl/2e—e

F(t) ~
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Illustrations

MHN3AWHH3ano3

Qi§< + A?v fv+ ES (Y2 — 1) 070K o~ | (DE+(0)07 + (1-)8)F ~ | T=7% ‘0=1Ts 'T— =05 | uosdurg

=d
1= Im “H — 0m

((WHx)f + () f) (t — 1) O71E ~ ()b + (1-)6 ~ [=1Ts‘7T—=0s sozadedy,
1=d
2= 0m

A?v f(tw — i) 071~ (0)bg ~ 0= 0s O U0
0=d
¢ = om
0=4 —

() f(tw — THta) 707~ (1)6g ~ [=0s oy101p ®
0o=d So[sue10aY
2= 0m

(z)f (1x — THix) HQ\HMHW ~ (1—)bg ~ I— = 0s opnes ¢
0o=d So[sue109Y
a@@vm%\; ()b HH\% SJURIOIO0)) SOPOYIOIN

Tableau 1 : Formules élémentaires les plus classiques
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Questions

Exercice : Formule de Wallis
Pour tout n € N, on pose

/2
I, = / sin"zdz
0

Montrer que :
1)

Solution : 1) On procéde par intégrations par parties, et on a pour tout n > 2,

w/2 /2
/ sin" " 'asinzdr = [—sin™ " zcos’z] 3/2 +(n— 1)/ sin”~2zcos’zdx
0 0
=n—-1)(Ih—2—1I,)

Ainsi, on a donc

n—1
I, = Iy o
Puisque Iy = 5 ett I; = 1, on a donc
. @p—U( —3)..1m 2p(2p )2
N Iy, = — t I =
vpe ) 2p = (2p_ ) 9 9 € 2p+1 (2 +1)( — ) (T)

2) En remarquant que pour tout p € N*, Vo € [0,7/2], on a

0 < sin®?tlz < sin?Pz < sin?? "'z

on en déduit en intégrant cette inégalité entre 0 et /2, que pour tout p € N*,

Igp < Igpfl _ 2p+1

Iopt1 = Iopy1 (H 2p

Iopi1 <I3p <Ipp 1 = 1<

Par le théoréeme des gendarmes, on en déduit que

. P!
lim P
p—+00 I2p+1

=1

Avec (1), on en déduit la formule de Wallis,

. 1 2p(2p — 2)...2
lim -
p—+oop | (2p—1)(2p — 3)...1

2) A partir de la formule de Wallis, on en déduit que

(2p—1)(2p —3)... 1
2p2p—2)..2  JpT

Puis, avec (1), on en déduit
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D’ou le résultat.

Exercice : Inégalité de Young
Soit f : Ry — R une fonction dérivable strictement croissante telle que f(0) = 0. Alors
(i) Pour tout = > 0, on a

x fx)
/ f()dt + / fr)dt = zf(x)
0 0
(i) Pour tout a,b >0
a b
/ f(t)dt +/ fYt)dt > ab
0 0

On a égalité dans I'inégalité précédente si et seulement si f(a) = b.

Solution : (i) La formule peut paraitre horrible, cependant son interprétation géométrique est trés simple :

Cy

fof(m) f- 1 (t)dt

Jo F(t)at

Considérons 'application

¢:Ry =R

x f(x)
T / f(t)dt +/ fH)dt — zf(z)
0 0
 est dérivable et on a

Ve >0, ¢'(x)=f(x)+ f(2)f " (f(x) - (f(x)+zf(x)=0

Donc ¢ est une fonction constante, et comme ¢(0) = 0, on en déduit que ¢ est identiquement nulle. D’out
le résultat.

(44) Soit b > 0. Considérons cette fois-ci ’application

QDZR.F*)R

a b
as / f(t)dt +/ fHt)dt — ab
0 0
 est dérivable et on a ¢'(a) = f(a) — b pour tout a € R. Comme f est strictement croissante, on a donc
Ya < f71(b), ¢'(a) <0 et Va>fb), ¢'(a) >0
Comme ¢'(f~1(b)) = 0, d’aprés ce qui précéde, on a donc

Va < f7Hb), p(a) >0, @ (f71B)=0 et Va> f1b), pla) >0
Et on a égalité pour a = f=1(b) ((i.e) b= f(a)). Dot le résultat.

Exercice : Calculer 'intégrale
27
1
—df
/0 cosf — 2
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Solution : On va utiliser le théoréme des résidus en faisant apparaitre des exponentielles complexes.

27 1 2m 2
——df = ——df
/0 cosf — 2 /0 et +e=10 — 4

1 27 2 0
== ——e'’df
i /O 2% + 4 +1'°

1 2
= *-/ o
2 C(O,l) e — 42 —|— 1

Les singularités de la fonction f : z — ﬁzﬂ sont les zéros de la fonction g : z +— 22 — 4z + 1. Ce sont

les points {2 — /3,2 + v/3}. Cependant, seul le point 2 — /3 est entouré (une fois) par le cercle C(0, 1),
on a donc

2

————dz = 2imRes(f,2 — V3
-/C(O,l) 2'2 — 4z + 1 (f )

Comme 2 — v/3 est un zéro simple de g, c’est donc un poéle simple de f. Ainsi,

Res(f,2—V3) = lim (z—(2—-V3))f(2)

z—2—3
. 2
R T
. 2
= ZJ;I}JMM(Z -2+ \/§))
2

2V3

2w
/ L g
o cosf —2 V3

On obtient donc

Mohamed NASSIRI @ Page 11 www.coquillagesetpoincare.fr


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr
http://coquillagesetpoincare.fr

	Méthodes internes
	Primitive [GOUan] p.123  133
	Intégration par parties
	Théorème de Fubini [ML3an] p.258-259
	Changement de variables [GOUan] p.334-335

	Méthodes externes
	Convergence des suites et séries [ML3an] p.239  261
	Utilisation de la régularité
	Théorème des résidus [CAND] p.113  121

	Méthodes numériques et asymptotiques
	Méthode de Newton-Cotes [HUB2] p.1  8
	Comportement asymptotique : méthode de Laplace [ROU] p.349  351


