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Résumé :

Le théoréme de Fejér nous donne un critére de convergence générale des séries de Fourier via les moyennes
de Cesaro.
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Théoréme de Féjer :

En notant oy (f) = ﬁ Ziﬂv:o Sk(f), on a
1) Si f € Car, alors

Jmflon(f) ~ flle =0
2)Si felLb ,pel0,+o00], alors

Jmlox ()= fll, =0

Démonstration.
1) Soit § €]0, 7). On considére

w(0) = sup{|f(u) = f(v) ; |u—v] <}



Pour tout x € R, on a
@) = ox(0)@)] = [10) - 51 [ e = 0K
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Dans la premiére intégrale, on a |x — (v — t)| = [¢| < §, ainsi |f(z) — f(z — t)| < w(F).
Dans la seconde intégrale, on va majoré (grossiérement) |f(z) — f(z — t)| par 2||f||c. En revanche, pour
Ky (t), il faudra ruser un peu en se rappelant que Ky est un prologement par continuité a R de la fonction

2
1 ( sin(&2)
R/27Z — R — 2
/2L R, T N (Sin(x/2)>

Ainsi, on aura

(6 <|t|<m) = (sin(t/2) > sin(6/2)) = <KN(t) < Nsm?l((s/g))

-, o )

= Ky)dt< ——— dt

21 Js<jti<n vl 2w Nsin®(6/2)  Js<jij<n
—_———

SIOSMSW dt=27

1 1
- (27r /(;gtgﬁ Hv(t)dt < Nsin2(6/2)>

Alinsi, en revenant a (1), on a

) —ox(D@l = 5o [ 15 s olkx@a e 5 [ 1@ = oK
<o) o et +2||f|00217r/6gt|9 Kn()dt

Som Jioj<n Kn(t)dt=1

2[[ /1o

“OF NanZ(6/2)

En passant au supremum sur les £ € R, on a donc

2[[f]lo

If = ow(Dlleo < w0) + o7 570
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Puis en faisant N — 400, on a donc

lim |[f = on(f)|lec < w(9)

N——+oco

Par ailleurs, comme f est continue sur le compact [0, 2], par le théoréme de Heine, elle y est uniformément
continue, et ainsi, en faisant 6 — 0, on a

m [1F = on(f)llee =0

2) En raisonnant comme précédemment, on a

1 us
I =ow(Dlp =5 [ 1@ - on(N@)lds
o [ |5 [ v - e - mmxoa @
Com ) |2m ), N
En appliquant I'inégalité de Jensen a la fonction convexe u — uP et a la mesure u(t) = K’Qvﬁ(t) dt (qui vérifie

donc bien que pu([—m, 7)) = f[fvmr] du(t) = [T Kgiﬂ(t)dt = 1), et ensuite le théoréme de Fubini-Tonelli, on a

1 =oxlp = o= [ |k | 6@ - s - 0)En(o] o
o [ | @ - st - paute| e
1 T T v
<o [ ([ 1@ - s - opau) as

—o [ (5 [ 1@ - s - 0P Ktoar) aa

or J_.\2r J_,

F.:T.% ﬂKN(t) i/ |f(z) — f(x —t)[Pdx | dt

2 J_,

=g(=1)

oit 'on a posé g(t) = |If = 7—.f|l2

Rappel : Soient f € LP(R) et a € R. Le translatée de f par a est la fonction définie par

vz eR, (1af)(z) = f(z—a)

Ainsi, on a

If —on(fll= 2 / " K (t)g(—t)dt

2 J_,
= (9% Kn)(0) = on(9)(0)

Comme g € Cy, par le point 1), on a Nlin+1 on(g)(0) = g(0) et comme g(0) = 0, on en déduit donc que
—+00

m [1f = on(Fll, =0

O
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Remarques :

e Noyaux de Dirichlet et de Fejér :

En notant e, (x) = €%, la fonction

N
Dy= Y e (N€N)

n=—N

est appelé le noyau de Dirichlet d’ordre N.

La fonction
-1

1 *
KNzﬁz:Dj (N € N¥)

[

est appelé le noyau de Fejér d’ordre N.
Alors 1)(¢) Dy est une fonction paire, 2m-périodique, et vérifie

1 v
o . Dy(z)dz =1

(#4) Dy est un prologement par continuité a R de la fonction

sin(N + 3)z

R/27Z — R
/2L =R, @ sin(z/2)

(iii) Pour tout f € L, on a
Sn(f) =f*Dn

2)(i) Ky est un prologement par continuité a R de la fonction

2
in( Nz
R/27Z — R, z % (Sm()>

(i) Pour tout f € L, on a

(iii) (Kn)N>1 est une approximation de I'unité de L3 _.

Démonstration :

e Deux inégalités :

1) Si f € Car, alors
Hon (Hlles < (Il
2) Si feLb , pe|0,+o00], alors
o (Hlp < (11
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Démonstration :

e Module de continuité :
e Etude rapide de z — sin(2?/2) :

e Inégalité de Jensen :

Inégalité de Jensen :
Soient (X, M, 1) un espace mesuré tel que u(X) =1 et f: X —]a,b[ une fonction de L(X). Alors,
si @ est une fonction convexe sur Ja,b[, on a

@(/deu> S/X(wf)du
Démonstration :

Comme f est convexe, les pentes sont croissantes (i.e.) pour tous a < s <t <u < b, on a

p(t) = ols) _ olu) = (1)
t—s - u—t

Posons t = [ fdu. Alors a <t < b. Par ailleurs, considérons
t) —
o= sup LB =¢0)
s€la,t] t—s

Par suite, on a donc
e(u) — ¢(t)
u—t

a <

Alinsi, pour tout u €]a,b[, on a
p(u) = ¢(t) +alu—1)

En posant w = f(z), on a donc

p(f(2)) = ¢t) —a(f(x) 1) =20

Comme ¢ est continue, la fonction ¢ o f est mesurable. En intégrant cette derniére inégalité (et en
utilisant le fait que u(X) =1 et que t = [ fdu), on a

[ s u0e) o ( [ s uxr) 2o

90</deu> S/X(Wf)du

e Opérateur de translation :
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Soient f € LP(R) et a € R. On rappelle que le translatée de f par a est la fonction définie par
Ve eR, (1.f)(z) = f(z—a)

1) Si f € LP(R), 1 < p < +o0, alors 7o f € LP(R) et [|7aflp = ||.f]p-
2) Si f € LP(R), 1 < p < +o0, alors lir%HTaf—pr =0
a—

Démonstration :
1) On a

{zeR; raf(z) #1ag(x)} ={z eR; f(z—a) #g(x —a)} =a+{z eR; f(z) # g(z)}
L’invariance de la mesure de Lebesgue A par translation entraine que

A{7af # 7ag}) = A{f # 9})

On peut donc définir 7, sur LP(R) car la classe de 7, f modulo 'égalité presque partout ne dépend que
de celle de f. Enfin, si 1 < p < 400,

lraflly = [ 17~ a)Pde = [ If@)Pde =11l
R R
Pour p = +00, on remarque que
Vu € R, {|raf| > u} = a+{|f] > u}
L’invariance de la mesure de Lebesgue A par translation entraine que
[|f]loo := supess|f| = inf{M > 0; A(|f| > M) =0} = supess|7af| = ||Ta f||co

2) Supposons que f € C.(R) (I'espace des fonctions continues a support compact). Alors, par le
théoréme de Heine, f est uniformément continue et ainsi, on a

(Ve>0)(Fn0)(a <n) = (Vz €R,[f(z —a) - f(z)| <)

Par suite, pour a <7, on a

lIraf — fII2 = / (@ —a) - f(z)Pdz

-/ f(z —a) - f(@) da
(a+{f#£0}H)U{f#0}

< (Ma+{f # 01+ A{f £ 0)er

<N{TZ0D)er

Or, A({f # 0})) est fini puisque f est & support compact. Par conséquent,

1/p
€

a<n = |rf =1l < (2277 £01)

Supposons maintenant f € LP(R). Comme C.(R) est dense dans LP(R), il existe une suite (f,)nen
dans C,(R) telle que

i (lf = fly =0
Alors

ITaf = fllp < lI7af = Tafullp + ITafr = fallp + [[fn = fllp
< 2||fn - f||p + ||Tafn - anp
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Soit € > 0. D’apres (1), il existe n. € N tel que

| fne = Fllp < €/4

et par ce qui précéde (puisque f, € C.(R) pour tout n € N), il existe n. > 0 tel que

||Tafn5 - f’ﬂe p

< ¢/2 pour tout |a| < 7.

Par conséquent,
l|[7af = fllp < € pour tout |a| < 7.

D’ou le résultat.

Remarque : Grace a I'égalité
raf = 1o fllp = llTo(Ta—vf = Ollp = lITa—of = fllp
on déduit que si 1 < p < 400 et f € LP(R), alors 'application

R — LP(R)
a— 1. f

est uniformément continue.

Attention ! Pour f € L*°(R), on n’a pas lir%HTaf — flloo = 0. En effet, en considérant une fonction
a—

caractéristique f = x(q 4], pour tout a € R, on a

Iraf = flloe = 125 0
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