Suites vectorielles et réelles définies par une relation de
récurrence u,+1 = f(u,). Exemples. Applications a la résolution
approchée d’équations.
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Dans cette legon, K =R ou C.

1 Généralités sur les suites ré-
currentes

1.1 Suites récurrentes réelles

[ELAM] p.38-39

Définition 1 Soient I un intervalle de R. (uy,) est
dite suite récurrente si elle est définie par la donnée
de ug et la relation de récurrence un11 = f(uy), ot
f:I — R est une application continue.

Proposition 2 Si la suite (u,) d’éléments de I
converge vers | € I, alors nécessairement f(l) = 1.

Exemple 3 Si la suite (uy,) définie par ug = 1 et
Upt+1 = u% — u, — 3, sa limite est nécessairement

égale a —1 ou 3.

Proposition 4 Soit (uy,) une suite réelle définie
par la donnée de ug et la relation de récurrence
Unt1 = f(un). On suppose de plus que f(I) C I.
1) Si f est croissante sur I, alors la suite (u,) est
monotone.

2) Si f est décroissante sur I, alors les suites ex-
traites (u2y,) et (ugnt1) sont monotones de sens de
variation opposés.

Exemple 5 Ftude de la suite définie par up,y1 =
sin(uy,), uo € [-7/2,7/2].

1.2 Suites récurrentes vectorielles
|[GOUan| p.192 — 194

Définition 6 Soient (E,d) un espace métrique et
h € N*. Une suite (u,) & valeurs dans E est dite
récurrente d’ordre h si on peut écrire

vn 2 hv Up = f(unflvu’n727 "'7un7h)

ol f est une application de E" dans E (les pre-
miéres valeurs ug, ..., up—1 €tant données).

Proposition 7 Soient (E,d) un espace métrique et
(un) une suite récurrente d’ordre h € N* vérifiant
Vn 2 hv Up = f(un—17un—27 "'7un—h)

ot f est une application de E* dans E.
Si la suite (uy) converge vers une limite | et si l’ap-
plication f est continue au point (I,...,1), alors on

a f(l,..,0)=1

Définition 8 On dit qu’une suite (up) & valeurs
dans E vérifie une récurrence linéaire (homogéne)
d’ordre h o coefficients constants si

Y > h, Up = a1Up—1 + G2tn—2 + ...aptin_p (1)

avec (ay, ...,ap) € Ch



Proposition 9 L’équation
Xt Xt —ap =0

s’appelle équation caractéristique de la récurrence
(#). St on note 71, ...,rq ses racines et aq, ..., aq Ses
multiplicités respectives, alors l’ensemble des suites
(un) vérifiant (f) est l’ensemble des suites de la
forme

U = Pi(n)r] + ...+ Pq(n)r;
ot pour tout 1 <1 < q, P; est un polynéme vérifiant

deg(P;) < a;.

Exemple 10 Récurrences linéaires a coefficients
constants d’ordre 2 :

n <2, up = atp_1 + bty _o

Up, U1, ()
L’équation caractéristique correspondante est

2

¥ —ar—-b=0 (E)

- Si (E) posséde deux racines (réelles) distinctes
x1,x2, alors les suites vérifiant (b) sont de la forme

Up, = AxT + pxy

ou A ety sont déterminés par ug et uj.
- Si (E) posséde une racine double x, alors les suites
vérifiant () sont de la forme

Up = (Tl/\ + :U“)xn

ou A et i sont déterminés par ug et uq.
- Si (E) posséde deux racines complexes pe?, pe=%,
alors les suites vérifiant (b) sont de la forme

Uy, = p"(ycos(nf) + dsin(nd))

ol y et & sont déterminés par ug et u.

2 Suites récurrentes et points
fixes

2.1 Théorémes de point fixe

Définition 11 Soient (E,dg), (F,dr) deux es-
paces métriques. On dit qu’une application f: E —
F est contractante (ou k-contractante) s’il existe

k €]0,1[,¥(x,y) € E?, dp(f(x), f(y)) < kdp(2,y).
[ML3an| p.97

Théoréme 12 Théoréme du point fize de Picard
Soient (E,d) un espace métrique complet et f :
E — E une application contractante. Alors [ ad-
met un unique point fize. [ML3an]| p.97

Exemple 13 Ce théoréme est fauz si 'on suppose
seulement dp(f(x), f(y)) < dg(x,y). Par exemple,
la fonction définie sur [0, 4o0[ par f(z) = V1 + x2.
Mais si l’on ajoute de la compacité, il redevient vraz.
[ML3an| p.97

Application 14 Le systéme

y = gsin(z — y)

{x = 1cos(z +y)

admet une unique solution. [ML3an| p.692

Proposition 15 Soient (E,d) un espace métrique
complet et f : E — E une application telle qu’il
existe p € N* pour lequel fP soit contractante. Alors
f admet un unique point fire. [ML3an| p.98

Application 16 & Théoreme de Cauchy-Lipschitz
local &

Soit FF': Q@ C RxR" = R” (o0 Q est un ou-
vert de R x R™) une fonction continue et locale-
ment lipschitzienne en la seconde variable. Alors
pour tout (xo,yo) € Q, il existe un intervalle T
voisinage de ty dans R et une unique application
¢ : I — R"™ solution de y' = F(t,y) telle que
©(tg) = z9. [GOUal] p.354

2.2 Classifications des points fixes

Proposition-Définition 17 Soient f une fonc-

[¢]
tion numérique définie sur un intervalle I etl € I
un point fixe de f. Si f est dérivable en | avec
(D] < 1, on dit que I est un point fize attractif.
1l existe alors a > 0 tel que :
Toute suite (u,) de la forme

uo €]l —a,l + af
Unt1 = f(un)a Vn €N

est définie et converge vers l. [DTZ] p.151

Remarque 18 Cas particulier f'(1) =0 :

Supposons de plus que f soit de classe C? et que
If'| < M sur I, & Uaide d’un développement a

Uordre 2, on a
1/2
2 (1
7 (32t -1

En particulier, si on choisit ug tel que |ug—1| <
alors

un = 1| <

1
5M’
2 _on
|Un —l| S Ml() 2
Ainsi, 10 itérations suffisent pour obtenir plus de
1000 décimales !

Le point [ est parfois appelé point fixe superattractif.
[DEM] p.95-96

Proposition-Définition 19 Soient f une fonc-

tion numérique définie sur un intervalle I etl € I
un point fixe de f. Si f est dérivable en | avec
I (D] > 1, on dit que | est un point fize répulsif.
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1l existe alors a > 0 tel que :
Si une suite (uy,) de la forme

ug € 1
Unt1 = f(un), Yn €N

est convergente vers l, alors elle est stationnaire.
Si, de plus, Uapplication f est injective alors elle est
constante. [DTZ] p.152

Remarque 20 Cas douteuz |f'(I)] =1 :
- Ezemple 1 : f(z) = sin(z), x € [0,7/2]. On aura

lim u, =0
n—-+oo

- Exemple 2 : f(x) =sh(z), z € [0,400[. On aura

lim w,, = +oco
n—-+oo

[DEM] p.96

2.3 Vitesse de convergence [ELAM]
p.39 — 43
Définition 21 On  dit qu’une  suite  (uy)

converge géométriquement vers 0 si elle est dominée
par une suite géométrique (k™) avec 0 < k < 1.

Théoréme 22 Critére de D’Alembert
Soit (un) une suite de nmombres réels strictement

positifs. On suppose que lim % = k tel que
n—+oo “n

0 < k < 1. Alors la suite (u,) converge géomé-
triguement vers 0.

Exemple 23 Ftude des suites récurrentes : (uy)
définie un 11 = f(uy), avec f est de classe C' et qui
admet un point fize attractif ((i.e.) 0 < |f'(a)] < 1).
(un) converge géométriquement vers o

Proposition 24 Critéere de Cauchy
Une suite (u,) de nombres réels posilifs converge

géométriquement si et seulement st lim sup /u,, <
n——+oo
1.

Définition 25 On  dit  qu’une  suite  (uy)
converge lentement vers 0 si elle est minorée par
une suite du type (A/n%) avec A et a des nombres
réels strictement positifs.

Définition 26 On dit qu’une suite (u,) tend vers
0 avec une convergence (au moins) quadratique si

elle est dominée par une suite (k**) avec 0 < k < 1.

Théoréme 27 Soit (u,) une suite de réels stricte-
ment positifs convergente vers 0. On suppose que la
suite (unt1/u2) a une limite finie (ou simplement
qu’elle est bornée). Alors la convergence de (u,,) est
quadratique.

3 Applications a la recherche
de zéros

3.1 Dichotomie [FILB] p.95-96

Meéthode 28 Soit f : [a,b] — R une fonction
continue telle que f(a)f(b) < 0.

On pose m = “£2 et on calcule f(m).

Si f(a)f(m) < 0, il existe T € [a,m] solution de
f(@) =0.

Si f(a)f(m) > 0, alors f(b)f(m) < 0 il existe
T € [m,b] solution de f(T) = 0.

En itérant ce procédé, on obtient l’algorithme de la
dichotomie.

3.2 Meéthode de
p-152 — 156

Newton [ROU]

Théoréme 29 & Méthode de Newton &

e Soit f : [c,d] — R, une fonction de classe C?,
telle que f(c) <0< f(d), et f'(z) >0, Vz € [¢,d].
Soit a l'unique solution de f(x) = 0 et F(z) =
z— f(2)/f'(2).

Alors pour Tpy1 = T, —

f,((g;:)), Ja > 0 tel que
I =]a — a,a + af soit stable par F et Vxg € I, (zy)
converge & l’ordre 2 vers a.

e De plus, si f est convexe, Vo € [a,d], la méthode

converge et on a :

0<zpy1 —a<C(z, —a) et

1 f"(a)

Tny1 — @~ 5 fl(a)

(x, —a)? sin — 400

[ROU]| p.152

4 Applications au méthodes

numériques

4.1 Meéthodes itératives

Définition 30 Si (M,N) € GL,(R) x M,(R)
est tel que l'on a la décomposition dite
décomposition régulicre A = M — N, on dit que
la méthode itérative associée & (M, N) converge si

pour tout ug € R™, la suite de premier terme ug et
définie par Vk € N,

Upr1 = MY(Nuy, + b)

converge. [DUM] p.167

Remarque 31 On utilise parfois la notation sui-
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vante :

Exemple 32 Méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et
de relazation :
Voir Tableau 1 [CIA] p.102

Théoréme 33 & Convergence des méthodes
itératives & La méthode itérative associée a (M, N)
converge si et seulement si p(M~1N) < 1.[ DUM]
p. XXX

Théoréme 34 Soit A une matrice hermitienne sy-
métrique définie positive, décomposée sous la forme

A=M-N, M eGL,(C)
Si la matrice (‘M + N) est définie positive, alors
p(M™IN) <1
[CIA] p.102-103

Théoréme 35 Soit A une matrice hermitienne sy-
métrique définie positive. La méthode de relaxation
converge s1 0 < w < 2.

Le rayon spectral de la méthode de relaxation vérifie

p(Ly) 2 |w—1], w#0

Par conséquent, la méthode de relaxation ne peut
converger que si 0 < w < 2. [CIA] p.103-105

4.2 Méthode de
p-208 — 212

gradient [DIM]

Théoréme 36 Soient A une matrice symétrique
définie positive, b € R™ et ¢ € R. Alors les pro-
blemes

Trouver x € R™ tel que Ax = b

et
Trouwver x € R™ tel que f(x) = yrrelﬁgf(y)
avee f(y) = (Ay,y) = (b,y) + ¢, y eR”

sont équivalents.

Définition 37 Pour une matrice A symétrique dé-
finie positive, lalgorithme itératif

20 eR?, 0 =b— AxO

okt = ok 4 ayrk
rhHl =k 4 ap Ark
L7 2

Ak = (Ark,rky

est appelé méthode du gradient a pas optimal.

Théoréme 38 & La méthode de gradient ¢ pas op-
timal est convergente pour tout matrice symétrique
définie positive.

Lemme 39 & Inégalité de Kantorovitch #

Soient A une matrice symétrique définie positive,
de valeurs propres 0 < Ay < Ay < ... < A\, Alors,
pour x € R™, on a linégalité

A1+ )2
guxnﬁl

(Az, 2) (A" z,x) < I,
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Illustrations

Q@+ (J + Twp) = (T - A7)

(d+dss), (@-at)="7

(d+dm=) - (@ —a7)

v

(0 # m) uonexey

Q+ Mg = (g — q)

d-(@-a)="7

IA-d@-a)=Vv

[opIog-ssnex)

qQ+n(g +q)=""ng Vid-I=d+d);-ad=r Jd+d)—a=v 1qooe[*
UOI}eIYIL dUN P QATIRIY)T OPOIQUL B[ OP N—IW=V apoyjeomt
uorydrroso(J N - JN @3N uorsodwoo9(J e[ 9p WON

Tableau 1 : Méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et de relaxation
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Questions

Exercice :

Solution :

Exercice :

Solution :

Exercice :

Solution :
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