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INTRO

On définit également les fonctions convexes Y
comme suit :

f: I — Rest dite conveze si Ya,b € I, VA € [0,1],
FI=Na+Ab] < (1= A)f(a) +Af(b)

Le lien avec les parties convexes est le suivant : une
fonction f est convexe si et seulement si I’épigraphe
de f est convexe.

On peut également une notion plus forte de
convexité : on dit qu'une fonction f : I — R% est
logarithmiquement conveze si la fonction logf est 0
convexe.

Les fonctions convexes (et concaves) nous permettent d’avoir des inégalités dites de converité. En plus
de I'inégalité arithmético-géométrique, on retrouve notamment :

Inégalité de Holder Inégalité de Minkowski
Soient p et ¢ deux exposants conjugués. Pour tout Soient p > 1 un nombre réel. Pour tout nombres
nombres réels positifs aq,..., a, et by,..., b,, on a réels positifs aq,..., a, et by,..., b,, on a

n n 1/p s n 1/q n 1/p n 1/p n 1/p
S () (0] (Swnr) < (Sw) + ()
i=1 =1 =1 =1 i=1

i=1

En revenant aux fonctions convexes, I’algorithme du gradient a pas optimal offre une belle application
de la convexité en analyse numérique. A partir d’'une matrice A symétrique définie positive, b € R™ et
c € R, on peut alors les problémes suivant sont équivalents

Trouver x € R" tel que Ax =b Trouver z € R™ tel que f(z) = m]%n fw)
yeR™
avec f(y) = (Ay,y) — (b,y) +¢, yeR"

On peut donc montrer que pour une matrice A symétrique définie positive, I’algorithme itératif

20 e R, 70 =b— Ax"
Pl = 2k o agr®
rFtl =k g Ark

o = el
k= Tark %)

appelé méthode du gradient o pas optimal est convergent.
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1 Fonctions monotones

1.1 Définitions et premiéres proprié-
tés

Définition 1 Soient X une partie non vide de R
et f: X >R est:

(@) croissante siVr,y € X, x <y = f(z) < f(y).
(it) strictement croissante si Vx,y € X, z < y =
1) < F(w).

(#it) (strictement) décroissante si —f est (stricte-
ment) croissante.

(strictement) monotone si elle est (strictement)
croissante ou (strictement) décroissante. [WAR]
p.268

Proposition 2 Soit f : X C R — y C R et
g:Y = R. Sifetg sont (strictement) monotones,
alors g o f est (strictement) monotone. [WAR]
p.269

Proposition 3 (i) La somme de deuzx fonctions
croissantes est une fonction croissante.

(it) Si f et g sont des fonctions positives et crois-
santes, la fonction fg est croissante.

(#it) Si f est monotone et garde un signe constant,
alors 1/ f est monotone. [WAR] p.269

Exemple 4 La somme de deuxr fonctions mono-
tones n’est pas nécessairement monotone, comme le
prouve ezemple x — e* + e~ *. [WAR] p.269

Théoréme 5 Théoréme des valeurs
intermédiaires

Soit I un intervalle de R, et f : I — R une applica-
tion continue. Alors f(I) est un intervalle. [POM]
p-74

Corollaire 6 (du théoréeme des wvaleurs intermé-
diaires) Soient f une fonction continue de linter-
valle I de R dans R, et a,b € I. Alors pour tout y
compris entre f(a) et f(b), il existe x € [a,b] tel que
f(z)=y. [POM] p.74

Corollaire 7 Soit f une fonction continue de l’in-
tervalle I de R dans R. Alors f est injective si et
seulement si f est strictement monotone.

Remarque 8 L’application
card : (P(E),C) — (N, <)
X — card(X)

est strictement croissante mais non
[HAU] p.11

injective.

Corollaire 9 Une application continue f d’un seg-
ment [a,b] de R dans lui-méme (ou bien telle que
[a,b] C f([a,b])) posséde au moins un point fize.
[POM] p.75

1.2 Fonctions
p.59 — 61

Définition 10 Si f est une application injective
d’un intervalle réel I (non réduit a un point) dans
R, elle définit alors une bijection de I sur f(I) et on
peut définir sa fonction réciproque notée f~1 par :

efeta=f"(y) e (@elety=f(x)

Théoréme 11 Si f est une application continue et
strictement monotone de I dans R, alors f(I) est
un intervalle de méme nature que I, et f est une bi-
jection de I sur f(I) d’inverse f~! continue stric-
tement monotone de méme sens de variation que

f-

Remarque 12 Sans hypothése de stricte monoto-
nie, Uintervalle f(I) n’est pas nécessairement de
méme nature que I. En effet, avec la fonction f défi-
nie par f(x) = |z| sur I =]—1,1[, on a f(I) = [0, 1].
De plus, f n’est pas bijective.

réciproques [ROM]

1.3 Théoréme de Rolle et théoréme
des accroissements finis [ROM]
p.137 — 157

Théoréme 13 Théoréme de Rolle

Si f est une fonction & valeurs réelles définie sur
un intervalle compact [a,b] non réduit ¢ un point,
continue sur cet intervalle et dérivable sur l'inter-
valle ouvert |a,b] avec f(a) = f(b), alors il existe
¢ €la, b[ tel que f'(c) = 0.

Application 14 Autre démonstration du théoréme
de Darboux et magjoration de l’erreur dans l’inter-
polation de Lagrange.
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Théoréme 15 Théoréme des accroissements

finis

Si f est une fonction & valeurs réelles définie sur
un intervalle compact [a,b] non réduit & un point,
continue sur cet intervalle et dérivable sur l’inter-
valle ouvert ]a,b[, alors il existe ¢ €]a,b| tel que

f) = fla) = f'(¢)(b—a)

Remarque 16 Le théoréme de Rolle et le théoréme
des accroissements sont faux dans C

Application 17 Sens de variation

d’une fonction :

Si f: I — R est une fonction dérivable, alors f est
croissante sur I si, et seulement si, f'(x) > 0 pour
tout x dans I.

1.4 Suites de fonctions monotones

Théoréme 18 Théorémes de Dini

1) Soit (fn) une suite croissante de fonctions réelles
continues et définies sur un segment I = [a,b] de
R. Si f, converge simplement vers une fonction f
continue sur I, alors la convergence est uniforme.

2) Soit (fn) une suite de fonctions croissantes
réelles, continues et définies sur un segment I =
[a,b] de R. Si f, converge simplement vers une
fonction f continue sur I, alors la convergence est
uniforme. [GOUan] p.228

Exemple 19 La suite de polynomes (Pp)nen défi-
nie par

B
Py (u) ZPn(u)—I—%(u—Pﬁ(u)) Vu € [0,1]

converge uniformément sur [0,1] vers la fonction
u +— y/u. [ML3an] p.141

2 Fonctions convexes

Dans cette partie, I est un intervalle de R.

2.1 Définitions et premiéres proprié-
tés
Définition 20 Une application f : I — R est dite

convexe St

Ya,b e I, VX €[0,1],
I =Na+Ab] < (1= A)f(a) +Af(b)
Elle est dite concave -f est conveze.

Lorsque linégalité est stricte pour A €)0, 1], on dit
que f est strictement convexe.

Remarque 21 L’%négalité de convexité dans la dé-
finition se traduit graphiquement par le fait que tous

les points du segment [(a, f(a)), (b, f(b))] sont au
dessus du graphe de f.

Définition 22 On appelle épigraphe d’une fonc-
tion f: I — R ’ensemble

Epi(f) :={(z,y) €I |y > f(z)}

Proposition 23 La fonction f est convexe si et
seulement si l’épigraphe de f est conveze.

Proposition 24 Une application f : I — R est
conveze si et seulement si pour tout xg € I, 'appli-
cation

9z : I\{z0} = R
f(@) — f(zo)

'ngxo(m): T — T

est croissante.

Corollaire 25 Inégalité des trois pentes
Soit f: I — R une application convexe et a,b,c € 1
tel que a < b < c. Alors

Fb)— fa) _
b—a -

f(e) = f(a)

c—a

fle) — f(b)
c—b

<
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Proposition 26 Une fonction convexe f : I — R
[e]

posséde en tout point de I une dérivée a droite
et une dérivée a gauche. Elle est donc continue

sur I (pas forcément aux bornes de I). De plus,

les applications f; et f) sont croissantes sur I et

flg(x) < fi(z) pour tout x € I.

Théoréme 27 Soit f: I — R une application dé-
rivable sur I. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) f est convexe.

(ii) [’ est croissante.

(#ii) La courbe représentative de f est au dessus de
ses tangentes.

Corollaire 28 Une application f : I — R deux fois
dérivable est convexe si et seulement si f"(x) > 0
pour tout x € I.

Proposition 29 Soit f : I — R une application
convexe. Alors, Vx1,...,x, € I, Vaq,...,a, >0

(al:cl —+ ...+ anxn) < Cklf(xl) +...+ anf(xn)

a1+ ...+ gy a1+ ...+ ap
2.2 Fonctions logarithmiquement
convexes [GOUan] p.101-102
Définition 30 Soit I wun intervalle de R. On
dit qu’une fonction f : I — RI est

logarithmiquement convexe si la fonction logf est
convexe.

Proposition 31 Soient I un intervalle de R et
f I — R une application.

Si f est logarithmiquement convexe, alors f est
convexe.

Proposition 32 Soient I un intervalle de R et
f I — R une application.

f est logarithmiquement convexe si et seulement si
Vapplication I — R, x — f(x)c” est convexe pour

tout ¢ > 0.

Corollaire 33 Si f et g: I — R sont logarithmi-
quement convexes, alors f + g aussi.

3 Applications de la monotonie
et de la convexité

3.1 Montonie et suites récurrentes
Unt1 = f(u,) [ELAM] p.38-39

Définition 34 Soient I un intervalle de R. (uy)
est dite suite récurrente si elle est définie par la don-
née de ug et la relation de récurrence up41 = f(un),
ot f: I — R est une application continue.

Proposition 35 Si la suite (u,) d’éléments de T
converge vers | € I, alors nécessairement f(l) = 1.

Exemple 36 Si la suite (uy,) définie par ug =1 et
Upt1 = u,% — u, — 3, sa limite est nécessairement
égale a —1 ou 3.

Proposition 37 Soit (u,) une suite réelle définie
par la donmnée de ug et la relation de récurrence
Unt1 = f(un). On suppose de plus que f(I) C I.
1) Si f est croissante sur I, alors la suite (u,) est
monotone.

2) Si f est décroissante sur I, alors les suites ex-
traites (uay,) et (ugn+1) sont monotones de sens de
variation opposeés.

Exemple 38 FEtude de la suite définie par w,41 =
sin(uy,), uo € [—7/2,7/2].

3.2 Inégalités de convexité

3.2.1 Les classiques

Théoréme 39 Inégalité arithmético-géométrique
Soient x1, ..., x, des nombres réels positifs. On a

n < 1+ ...+ 2,

(z1...20) n

Corollaire 40 Soit A € S;F(R). Alors

trA

(detA)Y/™ <

3.2.2 Inégalités de Jensen, de Holder
et Minkowski dans le cas discret
[GOUan] p.95-96

Définition 41 On appelle couple d’exposants

conjugués un couple (p,q) de réels strictement su-

périeurs a 1 qui vérifient
1 1
R
p q
On dit aussi que p est l'exposant conjugué de q.

Convention : L’erposant conjugué de 1 est +oo.
[ML3an] p.287
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Proposition 42 Inégalité de Jensen

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I et
n € N*. Pour tout n-uplet (x1,..., ) de I et tout
n-uplet (\1,...,A\n) de [0,1] tel que Y p_; A =1, on

f (ZM%) <Y At ()
k=1 k=1

[DTZ] p.127-128

Proposition 43 Inégalité de Holder
Soient p et q deux erposants conjugués. Pour tout
nombres réels positifs ay,..., a, et by,..., by, on a

n n 1/p n 1/q
o (5
=1 1=1 =1

Proposition 44 Inégalité de Minkowski
Soient p > 1 un nombre réel. Pour tout nombres
réels positifs ay,..., a, €t by,..., by, on a

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z(ai + bi)p> < (Z af) + <Z bf)

i=1

3.2.3 Inégalités de Jensen, de Holder
et Minkowski dans les espaces LP
[ML3an] p.287 — 289

Proposition 45 Inégalité de Holder
Soient p et q deux exposants conjugués, et f et g deux
fonctions mesurables de X dans [0, +o0]. Alors

IRCE ( /. fpdu> " ( /. quu>1/q < too

Si le second membre est fini, ’'égalité a lieu si et
seulement s’il existe deux réels v et §, non tous deux
nuls, tels que U’égalité v fP(x) = dg%(x) ait lieu p-
presque partout.

Corollaire 46 Soient p et q deux exposants conju-
JUEs.

Si f e LP(X) et g € LYX), alors le produit fg est
dans L' (X), et on a

gl < 1IF1Ipllgllg

L’égalité a lieu si et seulement s’il existe deux réels
v et 8, non tous deux nuls, tels que I’égalité v|f|P =
0)g|? ait lieu p-presque partout.

Corollaire 47 Supposons que u(X) = 1. Alors,
pour toute f mesurable et 1 < p < q¢ < 400, on
a

£1lp < [1£1lq

Corollaire 48 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si f et g sont dans L*(X), alors

‘/ fgdu’ < 1£1lollglls
X

L’égalité a lieu si et seulement s’il existe deux réels
v et §, non tous deux nuls, tels que l’égalité vf = dg
ait liew p-presque partout.

Proposition 49 Inégalité de Minkowsk:
Soient f et g deux fonctions mesurables de X dans
[0, 400]. Alors, pour tout p € [1,+o0]

N+ glle < [1f1lo + llgllp

Proposition 50 Inégalité de Jensen

Soient (X, M, p) un espace mesuré tel que pu(X) =
1 et f: X —]a,b] une fonction de L*(X). Alors, si
@ est une fonction conveze surla,b[, on a

w(/xfdu> < [ o han

[ML3an| p.878

3.3 Meéthode de
p-152 — 156

Théoréme 51 & Méthode de Newton @

e Soit f : [c,d] — R, une fonction de classe C?,
telle que f(c) <0< f(d), et f'(x) >0, Vz € [¢,d].
Soit a unique solution de f(x) = 0 et F(x) =
z— f(x)/f'(x).

Alors pour Tpi1 = T, — %, da > 0 tel que
I =la — a,a+ af soit stable par F et Vg € I, (z,)
converge a l’ordre 2 vers a.

e De plus, si f est conveze, Vxg € [a,d], la méthode
converge et on a :

Newton [ROU]

0 < xpy1 —aﬁC’(mn—a)Z et

1 f"(a)

T )

[ROU] p.152

—a)?sin— +oo

3.4 Meéthode de
p.208 — 212

Théoréme 52 Soient A une matrice symétrique
définie positive, b € R™ et ¢ € R. Alors les pro-
blémes

gradient [DIM]

Trowver x € R™ tel que Az = b
et

Trowver x € R™ tel que f(x) = m}%n fy)
yER™

avee f(y) = (Ay,y) — (b,y) +¢c, yeR?

sont équivalents.

Définition 53 Pour une matrice A symétrique dé-
finie positive, l'algorithme itératif

20 e R?, 0 =b— AxO

2kt = gk gk

rFtl =k Loy Ark
_ el

Xk = Tark,rFy

est appelé méthode du gradient a pas optimal.
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Théoréme 54 & La méthode de gradient a pas op-
timal est convergente pour tout matrice symétrique
définie positive.

Lemme 55 & Inégalité de Kantorovitch #
Soient A une matrice symétrique définie positive,
de valeurs propres 0 < A1 < Ao < ... < \,. Alors,
pour x € R™, on a linégalité

()\1 + /\n)2

(4, 2) (472, 2) < R o

4 Théoréme de Hahn-Banach
géométrique [OBJ| p.97-133

Définition 56 Soit (H,{(.,.)) un R-espace de Hil-
bert.
Un hyperplan est un ensemble de la forme

P={reH | f(@)=a)

ot f est une forme linéaire sur H non identique-
ment nulle et a € R.

On dit que P est Uhyperplan d’équation [f = .
[BRZ| p.4

Définition 57 Soient (H,(.,.)) un R-espace de
Hilbert, A C H et B C H. On dit que Uhyperplan
H d’équation [f = «f sépare A et B au sens large si
l'on a

f#)<a, VeeA et f(z)>a, VzeB

On dit que H sépare A et B au sens strict s’il existe
€ > 0 tel que

flz)<a—e€ VeeA et f(xr)>a+e YreB

v

[BRZ] p.5

Proposition 58 Soient (H,(.,.)) un R-espace de
Hilbert, C C H wune partie non vide convexe et
fermé et x ¢ H.

On note H' l’ensemble des formes linéaires conti-
nues sur H.

Alors, il existe f € H' et a € R tels que

Vyel, f(z)<a<f(y)

Théoréme 59 Théoréme de Hahn-Banach
géométrique

Soient A et B deux convexes non vides disjoints de
H. On suppose que A est fermé et B est compact.
Alors, il existe un hyperplan qui sépare strictement
A et B (i.e.) qu’il existe f € H' tel que

gsctelgf (z) < inf f(z)

Corollaire 60 Soit D une partie de H. Pour f €
H' et « € R, on note H(f,a) le demi-espace

H(f,a)={ye H | f(y) <o}

Alors, Uenveloppe convexe fermé de D est égale a
lintersection des demi-espaces qui contiennent D.

& @
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Questions

Exercice :

Solution :

Exercice :

Solution :

Exercice :

Solution :
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