Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

Mohamed NASSIRI

On définit les suites de fonctions par analogie aux suites de nombres réels ou complexes de la maniére

suivante :
u:N—=R (ouC)

n+— Up

f:N— F(R,R) (ou F(R,C) ou F(C,C))
n— fn

On procéde de la méme fagon pour les séries. Cependant, malgré cette analogie simple, on est vite
confronté a quelques problémes concernant la convergence de ces suites :

- La continuité :

vz €[0,1], lim 2"
N

n—-+oo

continue

- La dérivabilité :

= xqy()
——

pas continue

1 1 !
Ve e[0,1], lim —sin(nz) =0 mais lim (sin(nm)) = lim cos(nz) = 0
n—4oon n—+oco \ N n—+4o0o n=%+00
- L’intégrabilité :
1 n -
1 =1
Jim [,
\2,1—/ fn
mais
1
/ lim f, =
g n—+oo | !
N—— [ 2 \
=0 1 n 1
n

On est donc amené a étudier trés soigneusement la convergence de ces suites (et séries) de fonctions
et de trouver des conditions pour obtenir des résultats de convergence compatibles avec la régularité et
les différentes opérations sur les fonctions (continuité, dérivabilité, intégration, etc.)

Cela nous conduira & définir plusieurs notions de convergence : convergence simple, convergence uni-
forme, convergence absolue et convergence normale. On a les relations suivantes entre les différents modes

de convergence :

| fu CVN| ==X f, CVA|

M ﬂ

]zfn CVU‘:>‘an Cvs\

Les deux théorémes d’approximation, le théoréme de Weierstrass et de Féjer, montre que 1’étude des

suites et séries de fonctions n’est pas superflue.
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Dans toute la legon, X désigne un ensemble non
vide et F un espace vectoriel muni d’une norme ||.||.

1 Suites de fonctions

1.1 Convergence simple et conver-
gence uniforme [ELAM] p.139 —
145

Définition 1 Soient (f,) une suite d’applications
de X dans E et f une application de X dans E. On
dit que (fy) converge simplement vers f sur X si,

(Vx € X)(Ve > 0)(IN € N)(Vn > N)
= ([fn(@) = f(@)]| <€)

On dit alors que f est la limite simple sur X de la
suite de fonctions (f,). On note parfois

cvs f

Exemple 2 La suite de fonctions définies sur [0,1]
par fn(x) = x™ converge simplement vers la fonc-
tion f définie par

0
fla) = {1

Définition 3 Soit (f,,) une suite d’applications de
X dans FE et f une application de X dans E. On dit
que la suite (f,) converge uniformément vers f sur

X s,

P,

stz €[0,1]
stx =1

(Ve > 0)(3N € N)(Vn > N)
= (Vo € X, [[fu(z) — f(2)]| <€)

On dit alors que [ est la limite uniforme sur X de
la suite de fonctions (f,). On note parfois

cvuU f

Proposition 4 Si la suite (f,,) converge uniformé-
ment sur X vers f, alors elle converge simplement
sur X vers f.

P,

Proposition 5 (f,) converge uniformément sur X
vers f si et seulement si

sup||fn(z) — f(2)]]
rzeX

— 0

n——+o0o

Exemple 6 La suite de fonctions de l’exemple 2 ne
converge pas uniformément vers f car

sup (12" = f@)ll =1 —>0
36[071] n=%400

Théoréme 7 Critere de Cauchy uniforme :

Soit (fn) une suite d’applications de X dans E.
Alors (fn) converge uniformément si :

(Ve > 0)(AN € N)(Vn,p > N)

= (Ve e X, ||fu(z) - f(2)|] <€)

Définition 8 On note B(X,E) l’espace wvecto-

riel des applications bornées de X dans E muni
de la norme de la convergence uniforme ||f|loc =

sup | f(z)]]-
reX

Proposition 9 Une suite (f,) de B(X,E)
converge uniformément sur X vers f € B(X,E)
si et seulement si ||fn — f|]oo - 0.

n—-+0oo

Théoréme 10 (B(X,E),||.||cc) est complet dés
que E [est.

conti-

[ELAM]

1.2 Convergence uniforme,
nuité et dérivabilité
p-145 — 151

Théoréme 11 Soient E un espace vectoriel normé
et X un partie non vide d’un espace vectoriel de
dimension finie F et (f,) une suite uniformément
convergente d’applications continues. Alors leur li-
mite f est continue.

Exemple 12 La suite de fonctions définies sur Ry
par fn(x) = e™™ converge simplement vers la fonc-
tion f définie par

fla) = {(1’

Les f, sont continues mais pas leur limite f, donc
la convergence n’est pas uniforme.

stx >0
stx=0
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Théoréme 13 Théoréme de la double limite :
Soient E un espace vectoriel normé et X un partie
non vide d’un espace vectoriel de dimension finie
F, (fn) une suite d’applications convergeant unifor-
mément vers f et a € X tel que ilg}lfn(x) existe

wPa e/ (0) = I, Lt 2)
Théoréme 14 Soient E un espace vectoriel normé
et I un intervalle de R, et (fy,) une suite d’applica-
tions dérivables convergeant simplement vers f.

Si (fl) converge uniformément sur I, alors
! . !

F(@) = Tim_fi(x)
Théoréme 15 Soient (f,) une suite d’applications
de classe C1 de [a,b] dans un espace de Banach E.
On suppose que :
(1) il existe xo € [a,b] tel que fn(x0) converge;
(i1) la suite (f],) converge uniformément sur [a,b]
vers une application g.
Alors (fn) converge uniformément sur [a,b] vers f
de classe C' et de plus f' = g.

1.3 Convergence uniforme et inté-
gration [ELAM] p.151 — 189

Théoréme 16 Soit (f,) une suite uniformément
convergente de fonctions intégrables sur l'intervalle
compact [a,b], & valeurs dans un espace de Banach
E.

Alors la fonction limite f est intégrable sur [a,b] et
on a

b b
ngrfoo/a fn(x)dx:/a flz)dx
Remarque 17 On peut améliorer le résultat pré-
cédent

Théoréme 18 Soit (f,) une suite de fonctions in-
tégrables sur lintervalle compact [a,b] convergeant
simplement vers une fonction f sur [a,b]. Si les fonc-
tions fn sont bornées par un méme nombre k et si
la convergence de (f,) vers f est uniforme sur tout
intervalle compact [a, §] Cla,b[. Alors la fonction
limite f est intégrable sur [a,b] et on a

lim

Jim [ fula)de = / ' fla)ar

Exemple 19

w/2
lim sin"zdz =0
n—-+o0o 0

Théoréme 20 Théoréme de convergence dominée :

Soit Ja,bf un intervalle de R (avec —oo < a < b <
+00), et soit (f,) une suite de fonctions définies
de [a,b[ dans R. On suppose que

(i) Vn € N, f,, est continue par morceaux sur Ja,b,

(ii) (fn) converge simplement sur |a,b[ vers une
fonction f continue par morceauz sur Ja,bf,

(i) il existe ¢ :]a,b[— R, continue par morceaux,
positive, telle que f: p(x)dz converge et ¥n € N,
Alors

e Vn eN, f; |fn(2)|dz converge,

o fj |f(z)|dz converge,
o lim fj fo(z)de = f: f(z)dz

n——+00

Exemple 21

+oo "

——dx =0
x2n 41 .

lim
n—-+oo 0

2 Séries de fonctions

2.1 Différents modes de convergence
[ELAM] p.189 — 195

Définition 22 Soit (f,) une suite d’applications
de X dans E. On appelle série des fonctions f, et
on note Y fn, la suite (S, ) définie par

Vee X, S,(x)= ka(x)
k=0

et appelé la n-ieme somme partielle de la série
> fa

On dit que la série de fonctions Y. fn
converge simplement sur X si la suite de fonctions
(Sn) converge simplement sur X.

On appelle reste d’ordre n d’une série simplement
convergente Y fr, la fonction R,, définie par

+oo
Vo€ X, Ru(z)= Y fulz)
k=n+1

Exemple 23 La série de fonctions définies sur R
par fn(x) = ze™™® converge simplement sur Ry et

on a
400 T
vz € R R =
T € Ry, er pp—
k=0
Définition 24 On dit que la série de fonc-

tions Y. fn converge uniformément sur X (resp.
converge uniformément sur tout compact inclus
dans X) si la suite de fonctions (Sp) converge uni-
formément sur X (resp.converge uniformément sur
tout compact inclus dans X).

Proposition 25 Si la série Y f,, converge unifor-
mément sur X, alors la suite de fonctions (f,)
converge uniformément vers la fonction nulle dans
X.

Soit Y fn une série simplement convergente. > fp
converge uniformément sur X si et seulement si la
suite (R, ) converge uniformément vers la fonction
nulle dans X.
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Exemple 26 La série de fonctions définies sur R
par fn(x) = ze~™® ne converge pas uniformément

sur Ry (car Rn(%ﬂ) "o 1), mais converge uni-

formément sur tout compact [a,b] C Ry .

Proposition 27 Critere de Cauchy uniforme :
La série > fn converge uniformément si et seule-
ment st :

(Ve > 0)(IN € N)(Vn > N)(Vp > 1)

= (Vm € X> ||fn+1(m) + o+ fn-‘rp(x)” < 6)

Définition 28 On dit que la série de fonctions
> fn converge absolument sur X si, pour tout x €
X, la série réelle Y || fn(x)|| converge.

Exemple 29 La série de fonctions définies par
fu(z) = (=1)"/n* converge simplement sur R, et
converge absolument sur |1, +ool.

Proposition 30 Si la série Y f, converge absolu-
ment sur X, alors elle converge simplement sur X.

> fn

Définition 31 On dit que la
converge normalement sur X si
eVneN, f, € B(X,E),

> || fn(®)||oe converge.

série

Exemple 32 La série de fonctions définies sur R
par fn(x) = xe ™ converge normalement sur l’in-
tervalle [a, 400 ot a > 0.

Théoréme 33 Si la série Y, f, converge normale-
ment sur X, alors elle converge absolument et uni-
formément sur X.

e—(@—m)?

Exemple 34 (admis) La série ) -, “—
converge absolument et uniformément mais pas nor-
malement sur R. [HAU] p.255

Proposition 35 Soit > (—1)"g, une série de
fonctions de X dans R telle que

(i) Vo € X, la suite (g,(x)) est décroissante,

(i) la suite de fonctions g, converge uniformément
sur X vers la fonction nulle.

Alors la série > (—1)"g,, converge uniformément

sur X.

Exemple 36 La série > (—1)"/n* converge uni-
formément sur tout intervalle [a,+oo[ o a > 0.

2.2 Convergence uniforme, limite,

continuité et intégration [ELAM]
p.195 — 201

Théoréme 37 Soit a un point adhérent a X et soit
> fn une série de fonctions de X dans E. On sup-
pose que
(i) ¥n € N, la fonction f, admet une limite l,, au
point a,

(i) la série Y f, converge uniformément sur I.
Alors

- la série Y1, converge dans E,

- la fonction somme S admet une limite en a, et de
plus

T—ra

+oo
lim S(z) = > In
n=0

Théoréme 38 Soit Y f,, une série de fonctions de
X dans E. On suppose que

(i) VYn € N, la fonction f, est continue sur X,

(i) la série > f, converge uniformément sur X.
Alors la fonction somme de la série Y, f,, est conti-
nue sur X.

400 ¢—nlzl

nel 2 est

Exemple 39 La fonction x +—
continue sur R.

Théoréme 40 Soient I un intervalle de R non vide
et non réduit a un point, (f,) une suite de fonc-
tions dérivables de I dans E. On suppose que la sé-
rie Y fn est simplement convergente et que la sé-
rie > f1 converge uniformément. Alors la fonction
somme de la série S = f, est dérivable sur I, et
on a

“+o0
S'@) = fulx)
n=0

Théoréme 41 Soit (f,,) une suite de fonctions in-
tégrables sur un intervalle [a,b] & valeurs dans E.
Si la série Y f, converge uniformément sur [a,b],
alors

(i) la fonction somme de la série S =Y f,, est in-
tégrable sur [a,b],

(i) la série de terme général (f: fn) converge, et on
a

b [+o0 oo b
/a (;fn(:ﬁ)> dxznz_%/a fn(z)da

Théoréme 42 Soient I un intervalle de R et (f,)
une suite de fonctions de L*(I) et continues par
morceauz sur I. On suppose de plus que

(i) la série >_ f, est simplement convergente sur I,
(i) la fonction somme S est continue par morceaux
sur 1,

(i41) la série numérique Y. [, fn(x)dz converge ab-
solument.

Alors

1) [;1S(z)|dz est convergente,

ﬁj Ji18@)lde < 32,5 [, 1 fal)lde

/I (:z::z fn(x)> dz = i/lfn(x)dx
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3 Séries entiéres et séries de
Fourier

3.1 Séries entiéres [ELAM]| p.229—
250

Définition 43 On appelle série entiére complexe
de la variable complexe toute série de la forme
Y anz", ot (ayn) est une suite de nombres complezes
appelée suite de coefficients de la série entiére.

Proposition 44 Lemme d’Abel : Soit zg € C.
Supposons que la suite (anzly) soit bornée. Alors,
pour tout nombre compleze z tel que 0 < |z| < |20/,
la série Y anz™ converge absolument.

Définition 45 Soit f une fonction complexe de la
variable réelle, définie sur une partie X de R. On
dit que f est développable en série entiere en 0, s’il
existe une série entiére Y , a,x™ de rayon de conver-
gence R > 0 et un nombre r €]0, R] avec |—r,r[C X
tel que

Yz €] —r,r],

g anpx”

Proposition 46 Soit f une fonction de classe CT°
sur un intervalle ouvert I de R, contenant 0. Soient
n €N et x € I, et notons Ry, (x) le reste d’ordre n
définie par

. Alors f est développable en série entiére en 0 si et
seulement s’il existe un intervalle ouvert contenant
0 sur lequel la suite (R,,) converge simplement vers
la fonction nulle.

Proposition 47 Soit f une fonction de classe C*
sur un intervalle owvert I =] — a, o avec a > 0, et
s’il existe p >0 et M € Ry tels que

Mn!

pn

Veel, ¥neN, [fM () <

alors f est développable en série entiére en 0 sur
Vintervalle | — R, R[ ot R = min(a, p).

Application 48 Développements en série entiére

e Pour a =1 et en primitivant, Vx €] — 1, 1],

+oo k+1
-1
(140 = Y ot
k=0
En particulier, In(2) = 3520 (71;):“

Application 49 & Résolution de [’équation de
Bessel #
1l existe une unique solution a l’équation de Bessel

vy +y +ay=0 (E)

développable en série entiére en 0 et valant 1 en 0.

C’est

= - 2n

On déduit également

fo(z) = %/W cos(zsin(6))dé

0

[FGNan4 | p.101

3.2 Série de Fourier [ELAM]
P-298—319
Proposition 50 Formule de Parseval : Soit f

R — C une fonction 2m-périodique et continue par
morceauz. Alors

00 1

27
>l =g [ lroPar

2
/ )Pt

Définition 51 Pour N € N, la fonction

qui s’écrit aussi

|ao|

+= Z (lan| + [bn]?) =

N
Dy = Zen ot en(x) = e
-N
est appelée le noyau de Dirichlet d’ordre N.

[ELAM2] p.184

Proposition 52 Pour f € Cyr, on a

classiques : Sn(f)=f*Dy
o VreR,
L Rk [ELAMZ2] p.184
e’ = —
|
k=0 k Théoréme 53 Théoréme de Dirichlet : Soit f
En particulier, e = ;i?) % R — C une fonction QW—pér?odique et de classe C*
o Vx| — 1,1 par morceauzs. Alors la série de Fourier converge
Y stmplement sur R et on a
(a=1).(a—k+1) - +
(1+z)* —1+Z z* VieR.  lim SN(f)(t):M
’ N——+oco 2
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Théoréme 54 Soit f : R — C une fonction 27-
périodique, de classe C' par morceaux et continue
sur R. Alors la série de Fourier converge normale-
ment sur R avec pour somme la fonction f.

+oo 1 w2

n=1 n2 6

Application 55 e

o S L _ mt
n=1nt = 90

4 Théorémes d’approximation

Théoréme 56 & Théoréeme de Weierstrass #
Soit I un segment de R et f € C(I,C). Alors f
est limite uniforme sur I d’une suite de fonctions
polynome. [GOUan] p.284 — 286

Théoréme 57 & Théoréeme de Féjer #

En notant on(f) = ﬁ év_l Sn(f), on a
1) Si f € Car, alors

low (Pl < 1o et
Jim [low (/) = flle =0

2) Si felLb  pel0,+oc], alors
lon (Al < [1fllps et

i lon () = fll, =

[ELAM2]| p.185-186, 190-191

Q

|
o
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Illustrations
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Questions

Exercice : Le théoréme de Féjer dit que la moyenne de Cesaro des séries de Fourier d’une fonction f
converge en norme L? (pour 1 < p < 400) vers f. Est-ce vrai pour p = +00?

Solution : La réponse est non. Tout simplement parce que S,(f) la moyenne de Cesaro des séries de
Fourier d’une fonction f est un polynoéme trigonométrique, donc cette moyenne est en particulier une
fonction continue. Si elle convergeait vers f € L, f doit étre continue. Or il existe dans L des fonctions
qui ne sont pas continues ... (par exemple, les fonctions indicatrices sur les segments).

Exercice : Soit X un ensemble compact dans un espace vectoriel muni d’un norme ||.||. On considére
Pensemble A des fonctions continues de X dans X qui admettent un point fixe (i.e.)

A={feCX,X)|IreX, f(z)=x}

Montrer que A est un fermé de (C(X, X),]|-||co)-

Solution : Soit (f,) une suite de fonctions de A qui converge vers f € C(X, X). Il faut donc montrer que
feA

D’une part, comme Vn € N, (f,,) € A, il existe x,, tels que f,(x,) = x,.
D’autre part, comme X est compact, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (z,(,,)) converge
vers un élément x € X.

Montrons que fy(n)(Zyn)) converge vers f(x) :

Hf(x) - f«p(n)(xap(n))H < ||f(33) - f(xso(n))H + ||f(x<p(n)) - f«p(n)(xap(n))H
<f(@) = fF@em)l+ 1 = fomllso

— 0 —_—
n—+o0o n— +o0o
car f est continue car fu(ny—f

0

Par conséquent, nli)rfoof%o(”)(x%@(”)) = f(x), or fom)(Tpm)) = Tpm) (car fyopn) € A). Ainsi

Jm fon)(Tpm) = m zpm) = fz) et lm zom) =

Par unicité de la limite, on a f(z) = z, et donc f € A.
Conclusion : A est un fermé de (C(X, X), ||-||oo)-

Exercice : Théorémes de Dini

1) Soit (f,) une suite croissante de fonctions réelles continues et définies sur un segment I = [a,b] de
R. Montrer que si f,, converge simplement vers une fonction f continue sur I, alors la convergence est
uniforme.

2) Soit (f,) une suite de fonctions croissantes réelles, continues et définies sur un segment I = [a,b] de
R. Montrer que si f,, converge simplement vers une fonction f continue sur I, alors la convergence est
uniforme.

Solution : Remarquons que les énoncés, bien qu’en apparence semblables, sont totalement différents. On
verra justement que les démonstrations sont différentes.
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1) Soit n € N. On pose
Fo={zel| f(z) = fulr) + €}

La suite (F},) est décroissante de compacts de I (car fermés dans le compact I). De plus, on a

ﬂFnzz

n>0

En effet, Vo € I, f,(x) converge vers f(z) et ainsi, il existe ng tel que f(x) < €+ fn,(x). Alnsi, x ¢ F,,.
Or, l'intersection d’une suite décroissante de compacts non vide est non vide. Par conséquent, il existe
N €N tel que Fy = @ (i.e.) pour tout n > N, f < f, + € sur I.

Comme la suite (f,,) est croissante, on a f,, < f. Ce qui donne

fo < f<fn+e pourtoutn>N

Ce qui nous donne la convergence uniforme.

2) Soit € > 0. f étant continue sur le compact I, par le théroéme de Heine, on a
I >0, Ve,yel, lx—yl<n = |f(z) - fly)l <e
Maintenant, on va donc travailler sur des petits intervalles (de taille < 7). Considérons donc la subdivision
a=x90<T1<..<xL, =b avec |33i+1 — xz| < n pour tout %
Comme la suite (f,(x;)) converge vers f(z;) pour tout . On a donc
AN eN, Yn >N, Vie {1,...,k}, |folz:)— flz:)]<e ()

Prenons maintenant = € 1, il existe donc ¢ € {1,...,k} tel que x € [z;, x;41]. Par ailleurs, comme f,, est
une fonction croissante pour tout n, la limite simple de la suite (f,,) est également une fonction croissante.
On a donc

VneN, fuo(x;) < fu(@) < fa(zigr) et flx) < f(z) < f(@ig)
Par suite,

VneN, f(x;) = fo(z:) < f(z) = ful®) < f(wig1) — fulzipz) (1)

Par (}), on a, pour tout n > N,

|f(@iv1) = fu(@i)| = [f(ziz1) — f(@i) + f(2) — fu(@)]
= |f(@iv1) — f(@)| + | f(2i) — fulzi)| < 2€

On montre de fagon similaire que |f(x;) — fn(xi4+1)| < 2¢. En utilisant (1), on en déduit que
Vn> N, Veel, |f(x)— fulz)| < 2e

Ce qui nous donne la convergence uniforme.
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