Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

Mohamed NASSIRI

Avant de rentrer dans le vif du sujet, on revoit rapidement la notion de fonctions intégrables pour
laquelle nous avons besoin des notions de fonctions et ensembles mesurables ainsi que des fonctions éta-
gées. Un bref rappel des ensembles de mesure nulle et négligeable (oui oui, il y a une différence entre les
deux!) est donné. Pour finir, les théorémes fondamentaux de la théorie de l'intégration sont également
rappelés : Théoreme de convergence monotone, Lemme de Fatou, Théoréme de convergence dominée et
théoréeme de Fubini- Tonells.

Apres ces brefs rappels, nous attaquons les espaces LP. Le choix a été fait de donner quelques résultats
(Inégalité de Hoélder, Inégalité de Cauchy-Schwarz et Inégalité de Minkowski) dans les espaces L£P(X) et
non les espaces LP(X). Le seul théoréme de Riesz-Fischer est énoncé dans les espaces ?(X).

La convolution est une notion importante dans les espaces LP. Elle permet de "gagner de la régularité".
En effet, afin de voir l'effet de la convolution sur une fonction f, prenons une fonction trés simple et sans
"une trop bonne régularité" : f = xo,17. On peut montrer que I'on a
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On peut montre que I’algébre de Banach (L!(R), +, ., *) n’a pas d’élément neutre pour le produit de
convolution. C’est ce résultat qui va nous pousser a définir des approximations de l'unité. Ces derniéres
vont nous permettre d’obtenir un résultat sympathique : D(R), l’espace des fonctions C*°(R) et a support
compact, est dense dans LP(R) pour 1 < p < 4o0.

Un résultat de dualité dans les espaces LP mérite d’étre mis en avant : Théoréme de représentation de
Riesz. Il nous dit que pour 1 < p < +00, ¢ son exposant conjugué, et ¢ € (LP(X))’. Alors il existe une
unique g € LI(X) telle que

.= [ afdn vrer ) eona lellasy =l
Ce qui nous permet de faire I'identification (L? (X))’ = L1(X)

L’espace L? est un espace LP un peu spécial : c’est un espace de Hilbert. Il a un petit "plus" géomeé-
trique : orthogonalité, projection sur des sous-espaces, etc. Avec la notion de base hilbertienne, on obtient
des résultats trés intéressants. Une application aux séries de Fourier en est un bon exemple. Dans ’espace
L3, en notant, e, (x) = e pour tout n € Z, la famille (e, ) ez est une base hilbertienne de L3 _, si bien

que
“+o0

F=3 calf)en dans L3,

n—=—oo



Le "dans L3 _" est trés important ! Cette relation n’est pas toujours vraie en I'appliquant en un point !
En ajoutant la notion de fonction poids, on peut méme construire des bases hilbertiennes dites bases

hilbertiennes des polyndmes orthogonau.

Pour finir, les espaces de Sobolev offre une trés belle application aux équations différentielles. Notre
point de départ est le suivant : Soient f € L2(]0,1[) et ¢ € L°°(]0,1]) des fonctions & valeurs positives.

On considére le probléme

" {—u”(m) +q(z)u(z) = f(2), @ e[0,1]

u(0) =u(l) =0

Trouver une solution dans I’espace H des fonctions de classe C%([0, 1]) qui s’annule en 0 et 1 est équivalent

& trouver une solution au probléme

a(u,v) = L(v), YveH

avec

1 1 1
a(u,v):/o u'(x)v (a:)der/O q(@)u(z)v(z)dz et L(v):/0 f(z)v(z)dx

Le théoréme de Riesz permet de résoudre de tels problémes lorsque 'espace H est un espace de Hilbert. Le
génie de cette méthode n’est pas de chercher des fonctions de "fagon locale" mais un espace de fonctions,
donc de "fagon globale". Les espaces de Sobolev H*([0,1]) et H3([0,1]) seront solutions :

Espace de Sobolev H1([0, 1])

1 ([0.1]) = {u e c(l0.1)) | 3g € Z2(0, 1),

u(z) = u(0) + /OI g(t)dt}

Espace de Sobolev H} ([0, 1])

H5([0,1]) = {u € H'([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}

Seul petit hic, on va devoir définir une nouvelle notion de "dérivée" : dérivée faible. Les fonctions
solutions ne seront pas forcément de classe C2(]0,1]). Cependant, si f et ¢ sont des fonctions continues,

alors u est une fonction de classe C?([0,1]). Ouf!
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Noyaux de caractéres et sous-groupes distingués

Dans cette legon, (X, M, ) est un espace me-
suré, )\, est la mesure de Lebesgue sur R” et p €
10, +00] sauf mention contraire.

0 Quelques rappels

0.1 Espaces et fonctions mesurables,
fonctions intégrables [ML3an]
p.205 — 238

Définition 1 Soit X un ensemble. Une tribu sur
X est un sous-ensemble M de P(X) qui vérifie les

conditions suivantes :

(1)) X eM

(1) si Ae M, alors A°e M

(#31) si (Ap)nen C M, alors UpenA, € M

Les éléments de M sont appelés ensembles
mesurables. Un espace mesurable est un couple
(X, M), ou X est un ensemble et M une tribu sur
X.

Définition 2 Soient (X1, M;) et (X2, Ms) deux
espaces mesurables. Une application f : X7 — Xo
est dire mesurable si pour tout ensemble mesurable
M € My, on a f=H(M) C My
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Définition 3 Soit (X, M) un espace mesurable.
Une mesure sur X est une application de p: M —
[0, 4+00] telle que :

(i) u(@) =0,

(79) si (Ap)nen est une suite de parties mesurables
deux & deux disjointes, alors

(Y) -z

neN
Si p est une mesure sur (X, M), Uespace (X, M, )
est appelé un espace mesure.

Proposition 4 Soit( X, M, u) un espace mesuré.
(i) Si Ay et As sont mesurables, avec A; C As,
alors (A1) < u(Asz).

(i1) Si p(A2) < 400, alors p(Ax\A1) = p(Az) —
1( A1)

(#i7) Si (An)nen est une suite croissante de parties
mesurables, alors

Z (U An> = o iupAn)

neN

(iv) Si (Ap)nen est une suite décroissante de parties
mesurables et si u(Ap) < +00, alors

+(n+)

(v) si (An)nen est une suite de parties mesurables,

alors
p (U An> <> An)

neN

Définition 5 (i) Soient X et Y deux ensembles.
Une application ¢ : X — Y est dite étagée si l’en-
semble image p(X) est une partie finie de Y.

(i3) Supposons que Y =R ou C ou encore [0, +o0],
et soit ¢ : X — Y wune fonction étagée. Notons
o(X) = {y1,-»ym} C Y, les y; étant supposés
deur a deux distincts, et posons A; = ¢~ ({y;})
pour tout j € {1,...,m}. Alors

m
0= yixa,
j=1

n—-+oo

est appelé représentation standard de .

Définition 6 Soient (X, M, p) est un espace me-
suré, ¢ : X — [0,400[ une fonction étagée, et
¢ = > 1YjXa, la représentation standard de ¢.
On appelle intégrale de ¢ sur X la quantité

/X edp =" y;u(4;) € [0, +00]

j=1

Définition 7 (i) Soit f : X — [0, +oo[ une fonc-
tion mesurable. On appelle intégrale de f sur X la

quantité
{/ wdu} € [0, +00]
X

/deu =

St A C X est une partie mesurable, on pose
Jafdu= [y fxadp.

(i) Une fonction f : X — [0,400[ est dite
intégrable si elle est mesurable et si son intégrale
au sens ci-dessus est finie : [ fdu < 400

sup
@: X —[0,400][
mesurable étagée
e<f

0.2 Ensembles négligeables

Définition 8 (i) Un sous-ensemble E de X est dit
de mesure nulle s’il est mesurable et si u(E) = 0.
(i) Si A C X, un sous-ensemble E est dit de me-

sure nulle dans A st ENA est de mesure nulle dans
X. [ML3an] p.193

Définition 9 Une partie N C X est dite
u-négligeable ou négligeable s’il existe une partie A
mesurable de X telle que p(A) = 0 et N C A.
[ML3an] p.219

Application 10 Théoréme de Sard en dimension 1
Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une
fonction de classe C*. On note

C={zellf(x)=0}

Alors f(C) est une partie de mesure nulle de R (i.e.)
pour tout € > 0, f(C) est contenu dans une réunion
d’intervalles dont la somme des longueurs est infé-
Tieur Q €.

Théoréme 11 Soient A un ensemble mesurable de
X et f une fonction mesurable positive sur A. L’in-
tégrale fA fdu est nulle si et seulement si f est nulle
sur A, sauf éventuellement sur un ensemble N C A
de mesure nulle. [CAND] p.259

0.3 Reésultats préliminaires d’inté-
gration [ML3an| p.239 — 261

(X, M, 1) est un espace mesuré.

Théoréme 12 Théoréme de convergence monotone

Soit (fn : X — [0,400])nen une suite de fonctions

mesurables vérifiant f, < fn41 pour tout n € N.

Soit f= lim f,. Alors f est mesurable, et on a
n—-+4oo

/szngrgwfxfn

Corollaire 13 Soit (f, : X — [0,+0])nen une

suite de fonctions intégrables vérifiant fn, < fny1

pour tout n € N. Soit f = liIJIrl fn. Alors f
n—+00o
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est intégrable si et seulement si la suite croissante
(fI fn)nen est marjorée. Dans ce cas, on a

Lf:wﬂgﬂﬁ

Théoréme 14 Lemme de Fatou
Soit (fn, : X — [0,400])nen une suite de fonctions
mesurables. Alors

/X(lim inff,) = lim inf (/X fn)

Théoréme 15 Théoréme de convergence dominée
Soient (X, M, 1) un espace mesuré complet et (fy, :
X — C)pen une suite de fonctions intégrables. On
suppose que :

(i) La suite (f,(x))nen converge vers une limite
f(x) pour presque tout x.

(i1) Il existe une fonction g : X — [0,4o00[ inté-
grable telle que, pour tout n € N, |f,| < g pour
presque tout T.

Alors, la fonction f est intégrable sur X et on a

1) ngrfoofxvn_ﬂ =0
2) Jim =y f

Théoréme 16 Théoréme de Fubini-Tonelli
Soient (X, M, p) et (Y,N,v) deux espaces mesurés
o-finis.

1. Tonelli :

Soit f: X xY — [0,4+00] une fonction (M Q@ N)-
mesurable. Alors,

(i) pour tout x € X, la fonction f, : Y — C est
N -mesurable,
(i1) pour tout y € Y, la fonction f, : X — C est

M-mesurable,
(i) la fonction

g: X —[0,400]

xl—>/fI )dv(y

est M-mesurable,
(iv) la fonction

h:Y — [0, +00]
y= | fyle)du(z)

est N'-mesurable.
(v) Enfin, on

Ammmmzﬂﬁ@w@
:/ f(,)d(p ® v)(z,9)
XXY

2. Fubini :
Soit f: X xY — [0, +00] une fonction (M @ N)-

(i) pour p-presque tout x € X, la fonction f, : Y —
C est v-intégrable,

(i) pour v-presque tout y € Y, la fonction f, : X —
C est p-intégrable,

(iii) la fonction g définie p-presque partout par

est p-intégrable,
(i) la fonction h définie v-presque partout par

h:Y —=C
%%AE@MM)

est v-intégrable.
(v) Enfin, on

Lawwmzlﬁ@ww
=/ F(y)d (s v) (z,y)
XxY

/ (/ ﬂx,y)dv(y)) du(z)
/</f$y ) v(y)

—/’ F (@ )d(n @ v)(z, )
XxY

(i.e.)

1 Espaces LP(X) [ML3an| p.285
— 294

1.1 Espaces LP(X) et premiéres pro-
priétés
Définition 17 Soit 0 < p < +00. On note LP(u),

ou LP(X), Uensemble des fonctions f, mesurables
de X dans C, qui vérifient

JAIRTEES
X

Pour une fonction f € LP(X), on note

nﬂp=(LgﬂmwQUP

Définition 18 (i) Soit f une fonction de X dans

R = RU {+}. Un majorant essentiel de f est un

élément m € R tel que l'ensemble {f > m} soit
négligeable. On notera M(f) l’ensemble des majo-
rants essentiels de f.

(i) Soit f wune fonction de X dans R. La

intégrable. Alors, borne inférieure mqo de M(f) est appelée
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borne supérieure essentielle de f et est notée

supess(f).

(i) Une fonction f X — C est dite
essentiellement bornée, si supess|f| < co. On note
alors || f||co = supess|f|. L’ensemble des fonctions
de X dans C mesurables et essentiellement bornées
est noté L°(X).

Proposition 19 Pour p €]0,+o0], ['ensemble
LP(X) est un s.e.v. de [lespace des fonctions
F(X,C).

Proposition 20 Si l’espace mesuré (X, M, u) est
de mesure finie, les espaces LP(X) sont décroissants
(pour Uinclusion) avec l’exposant p (i.e.)

0<p<p <400 = LV(X)CLP(X)

Proposition 21 Si I est un ensemble quelconque
d’indices, les espaces IP(I) sont croissants (pour
Uinclusion) avec l'exposant p (i.e.)

0<p<p <4oo0 = P(I)CI’()

Définition 22 On appelle couple d’exposants
conjugués un couple (p,q) de réels strictement su-
périeurs a 1 qui vérifient

42 =1
p q

On dit aussi que p est l’exposant conjugué de q.
Convention : L’exposant conjugué de 1 est +00.

Proposition 23 Inégalité de Hélder
Soient p et q deux exposants conjugués, et f et g deux
fonctions mesurables de X dans [0, +0o0]. Alors

| o < ( /. fpdu>1/p ( /. deu)”q < too

Si le second membre est fini, ’égalité a lieu si et
seulement s’il existe deux réels y et &, non tous deux
nuls, tels que U'égalité v fP(x) = dg%(x) ait lieu u-
presque partout.

Corollaire 24 Soient p et q deux exposants conju-
GUESs.

Si f e LP(X) et g€ LX), alors le produit fg est
dans L1(X), et on a

fglls < [1711pllgllq

L’égalité a lieu si et seulement s’il existe deux réels
v et 8, non tous deux nuls, tels que l’égalité v|f|P =
0)g|? ait lieu p-presque partout.

Corollaire 25 Supposons que u(X) = 1. Alors,
pour toute f mesurable et 1 < p < g < 400, on
a

1£1ls < [1£1lq

Corollaire 26 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si f et g sont dans L?(X), alors

] / fgdu‘ < 1£llnllglls
X

L’égalité a lieu si et seulement s’il existe deux réels
v et §, non tous deux nuls, tels que l’égalité vf = dg
ait liew p-presque partout.

Proposition 27 Inégalité de Minkowski
Soient f et g deux fonctions mesurables de X dans
[0, 400]. Alors, pour tout p € [1,+00]

N+ glle < [1f1lo + llgllp

Corollaire 28 Pour toutp € [1,400], ||.||, est une
semi-norme sur ’espace LP(X).

1.2 Construction des espaces LP(X)
[ML3an| p.289 — 294

Définition 29 Pour p € [1,+00], l'espace LP(X)
est le quotient de l’espace LP(X) par le noyau de la
semi-norme ||.||p

LP(X) = L7(X) /Ker]|.[[»
Proposition 30 Pour p € [1,+00], l'application
LP(X) 5 R,

= 1Al

est une norme sur LP(X).

Théoréme 31 & Théoréme de Riesz-Fischer &
LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < +oc.
[BRZ] p.57

1.3 Convolution et espaces L*(R)

[FAR] p.113 — 124

Définition 32 Soient f € LP(R) et a € R. On ap-
pelle translatée de f par a la fonction définie par

(Taf)(2) = f(x = a)

Proposition 33 (i) Soient f € LP(R), 1 < p <
+o0, alors 7, f € LP(R) et ||7afllp = | fllp-

(ii) Soient f € LP(R), 1 < p < oo, alors
iiL%HTaf = fll,=0

Vz € R,

Théoréme 34 L'(R) x L'(R) C L'(R) :

Soient f,g € L'(R).

Pour presque tout x, Uapplication y — f(x —y)g(y)
est intégrable.

La fonction f g, qui est définie presque partout par

+oo
[xg(r) = / [z —y)g(y)dy

— 00

est intégrable, et

1 glle < 1l llglla
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Théoréme 35 L'(R) x LP(R) C LP(R) :

Soient f € L'(R) et g € LP(R), 1 < p < +o0.
Pour presque tout x, Uapplication y — f(z —y)g(y)
est intégrable.

La fonction fx*g, qui est définie presque partout par

“+oo
f*g@%=/ £z — y)g(y)dy

— o0

appartient o LP(R), et

1 * gllp < 11 f11llgll»

Théoréme 36 L!'(R)* Cy(R) C Cy(R) :
Soient f € LY(R) et g € Cop(R), 1 < p < +0o0.
La fonction f * g appartient & Co(R), et

1 glloe < I1f1111191l

Théoréme 37 L?(R) x L2(R) C Cy(R) -
Soient f,g € L*(R).
La fonction f * g appartient & Co(R), et

I glloo < [[f1]2119l2

Proposition 42 (i) Soient f € LP(R) et ¢ €
CL(R), alors f*¢p € CY(R) et
(fxo) =Fx¢
(i1) Soient f € LP(R) et ¢ € D(R), alors f*¢ €
C>*(R) et, pour tout n € N,
(F ) = fr ™
[FAR] p.123-124

Théoréme 43 D(R) est dense dans LP(R), 1 <
p < +o0o. [FAR] p.125

1.4 Dualité dans les espaces LP(X)
[BRZ| p.61 — 66

Définition 44 Soit E un e.v.n. de norme ||.||. On
désigne par E’ le dual (topologique) de E (i.e.) les-
pace des formes linéaires et continues sur E.

E’ est muni de la norme duale

il = sup 17@)

z
[lz]l<1

Proposition 38 L’algeébre de Banach (L'(R),+,.,x) Lorsque f € E' et x € E, on notera générale-

n’a pas d’élément neutre pour le produit de convo-
lution. [ELAMZ2] p.85

Définition 39 On appelle approzimation de l’unité
dans L' (R) toute suite (p;)j>1 de fonctions mesu-
rables positives sur R telles que

@WGW,A%mmzl

(#4) Ye >0, lim p(x)dz =0
J=+0 J|g|>e
[ELAM2] p.86
Exemple 40
Approzimation de Laplace pj(z) = %e‘jlx‘
] 1

Approximation de Cauchy p;(x) = %1 T

A de G S

roximation de Gauss i(x) = e 2

[ELAM2]| p.86

Théoréme 41 Théoréme d’approximation

Soit (pj)j>1 une approzimation de lunité dans
L'(R).

(i) Si f est uniformément continue sur R et bornée,
alors (f * ¢;);>1 converge uniformément vers f sur
R.

(i) Si f € LP(R), 1

converge vers f dans

< p < +o0, alors (f *p;)j>1
L?(R). [ELAMZ2] p.87

ment (f,x) au lieu de f(x). On dit que {.,.) est
le produit scalaire dans la dualité E’E.

Théoréme 45 Théoréme de représentation de
Riesz

Soient 1 < p < +00, g son exposant conjugué, et
p € (LP(X))'. Alors il existe une unique g € L1(X)
telle que

) = [ afdn vie ()
X
De plus, on a

ol 2oy = llgllq

Remarque 46 Pour 1 < p < +00, on fait souvent
lidentification

(LP(X))" = L(X)

Ce théoréeme est faux pour p = +o0o. On peut mon-
trer que
LY(X) ¢ (L2 (X))

2 Espace L*(X)

2.1 Propriétés hilbertiennes de

L3(X)

Proposition 47 (i) La norme sur L*(X) associé
au produit scalaire

mm=éjmﬂﬂm
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est

stk = (/. |f<t>|2dt)1/2

(it) (L*(X),|I.ll2) est un
[ML3an] p.323 — 325

espace de Hilbert.

Théoréme 48 Théoréeme de représentation de
Riesz-Fréchet

Soit o € (L*(X))'. Alors il existe une unique g €
L2(X) telle que

(0. ) = /X ofdu Vf e IA(X)

De plus, on a |[¢||(z2y = ||9]]2-
Autrement dit, on a

(L2(X)) = L*(X)

2.2 Application aux séries de Fourier

Définition-Proposition-Rappels 49 (i) L2,
Uensemble des fonctions de L? et 2m-périodiques

sur R, a valeurs dans C, muni du produit scalaire

f(@)g(x)de

1 2

:27T 0

(f,9)

est un espace de Hilbert. [ELAMZ2] p.170 — 194
(i) Soit (H,{.,.)) un espace de Hilbert. Une famille
(ei)ic1 de vecteurs de H est dite

1) orthogonale si (e;,e;) = 0 pour tous i,j € I tels
que i 7 j

2) orthonormée si (e;,ej) = 0;; (ot 0;; est le sym-
bole de Kronecker)

3) totale si vect((e;)icr) est dense dans H.

On appelle base hilbertienne de H une famille or-
thonormée totale de vecteurs de H. [ML3an] p.331
(iii) 1) Toute famille orthormée est libre

2) (ei)ic1 est une famille totale si et seulement si
la condition ((x,e;) = 0 pour tout i € I) implique
x =0. [ML3an] p.331

Théoréme 50 Pour tout n € Z, on désigne par e,
Uapplication définie par

en(z) =¢e

Le systéme trigonométrique (en)nez est une base
hilbertienne de L3,

Définition 51 Soient f € Li_ et n € Z. On
appelle n-ieme coefficient de Fourier de fle nombre
complezxe ¢, (f) donné par

1 2

=5 ; (z)e” " dx

en(f)

Soit f € L. On appelle série de Fourier de f la sé-

Théoréme 52 Formule de Parseval

Si f € L%, alors

1) (Sn(f)) converge vers f en moyenne quadra-
tique :

Jlimlon(£) = fll2 =0,

(i.e.)

+oo

Z cn(f)en dans L3,

n=—oo

=

2) On a la formule de Parseval

—+o00

1AE="Y lealf)P

n=—oo

2.3 Polynémes orthogonaux

Définition 53 Soit I un intervalle de R. On ap-
pelle fonction poids une fonction p : I — R mesu-
rable, strictement positive et telle que

Vn € N, / |z]"p(z) dz < 400
I

On note L*(I, p) Uespace des fonctions de carré in-
tégrable pour la mesure de densité p par rapport a
la mesure de Lebesgue. [OBJ] p.110

Théoréme 54 & Base hilbertienne des polyndomes
orthogonauz & Soit I un intervalle de R et p une
fonction poids. S’il existe o > 0 tel que

/ea‘xlp(x) dz < +o0
I

alors la famille des polynémes orthogonaux associée
@ p forme une base hilbertienne de L*(I,p) pour la
norme ||.||,. [OBJ] p.140 — 143

3 Espaces de Sobolev #!(]0,1])
et H}([0,1]) [HUB2] p.111 —
122

Motivation 55 Soient f € L*(]0,1]) et ¢ €
L*>(]0,1]) des fonctions & wvaleurs positives. On
consideére le probléme

—u(z) + g(z)u(z) = f(z), =€ 0,1]
M) {u(()) =u(l)=0

Trouver une solution dans l’espace H des fonctions
de classe C2([0,1]) qui s’annule en O et 1 est équi-
valent & trouver une solution au probléme

a(u,v) = L(v), YveH

ol
a est une forme bilinéaire symétrique définie par

rie trigonométrique (formelle) 3" ¢, (f)e'™®, ou v, 1
cn(f) sont les coefficients de Fourier de f. a(u,v) = /0 w'(z)v' (z)dz +/0 q(z)u(z)v(r)ds
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et L est une forme linéaire définie par

L(v):/O f@)v(x)dz

Le théoréme de Riesz permet de résoudre de tels pro-
blémes lorsque l’espace H est un espace de Hilbert.

Proposition 63 Les  fonctions de  [’espace
H'([0,1]) sont héldériennes de rapport § : pour
tout (z,y) € [0,1]2
1
lu(z) = u(y)] < [[Dul|>|z —y|>

ot ||.||12 désigne la norme dans l’espace L*([0,1]).
De plus, lespace H1([0, 1)) s’injecte de fagon conti-

Définition 56 On appelle espace de Sobolev H' ([0, pue dans I’espace C([0,1]) /

Uespace de fonctions défini, sur lintervalle [0, 1] par
H([0,1]) = {u € C([0,1]) | 3g € L*([0,1)),

u(z) = u(0) + /Of g(t)dt}

On appelle espace de Sobolev H([0,1]), le sous-
espace de H'([0,1]) défini par

Ho([0,1]) = {u € H'([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}

Remarque 57 Cette définition est propre a la di-
mension 1.

Proposition 58 Soit u € H'([0,1]), il existe une
unique fonction g € L2([0,1]) telle que

u(z) = u(0) + /0?7 g(t)dt

Définition 59 La fonction g est alors notée Du et
est appelée dérivée faible de u.

Remarque 60 Si v € C([0,1]), alors u €
H1([0,1]), et Du=u'.

Remarque 61 Soit u € H([0,1)),
toute fonction ¢ € C1([0,1]),

alors pour

1 1
/ u(z)¢' (z)dx :/ Du(z)p(x)dz
0 0
Et réciproquement, si u € H([0,1]) et qu’il existe

g € L2([0,1]) telle que pour toute fonction ® €
c:([0,1]),

1 1
| ute @iz = [ ga)ods
0 0

alors g = Du.
Proposition 62 (i) L’application ¢ définie par

1 1

a%mz/Jmn@a+/zm@&ww

0 0

pour tout u,v € L3([0,1]), est un produit scalaire

sur H([0,1]). On le notera (.,.).
(i1) Muni de la norme (associé au produit scalaire) :

(/01 lu(t)|dt + /O1 |Du(t)|2dt>é

H1([0,1]) est un espace de Hilbert.

Jul[2 =

llulloo < V2]l l32

Proposition 64 L’espace de Sobolev H!([0,1])
s’injecte de facon compacte dans les espaces

C([0,1]) et L2([0,1]).

Remarque 65 L’espace H!([0,1]) coincide avec
l’espace

{u e L2([0,1]) | Du € L*([0,1])}
ot Du est la dérivée faible de u.

Proposition 66 L’espace H}([0,1]) muni de la
norme ||.||x1 est un sous-espace fermé de H'([0,1]),
c’est donc un espace de Hilbert réel.

Lemme 67 Inégalité de Poincaré
Soit u € H{([0,1]), on a

1 1 1
/thmgi/\mmW&
0 0

Corollaire 68 L’application u +— ||Dul|p2 définit
sur H3([0,1]) une norme. Cette norme est équiva-
lente & la norme ||.||%: : pour tout u € H}([0,1]),

on a
2
2l < 1Dz < b

Définition 69 Lorsque u € HS([0,1]) est solution
du probléme a(u,v) = L(v) issu de (1), u est dite
solution faible ou une solution variationnelle de (7).

Théoréme 70 On se donne f € L?([0,1]) et q €
L>([0,1]) avec q(x) > 0 pour presque tout x €
[0,1]. Alors le probléme variationnel

a(u,v) = L(v), Vv € Hy([0,1])

admet une unique solution u € H([0,1]).
Si, de plus, f et q sont des fonctions continues, alors
u est une fonction de classe C*([0,1]) qui vérifie

{—u"(x) +g(@)u(z) = f(z), € 0,1]
u(0) =u(l) =0

Remarque 71 Si la forme bilinéaire a n’est plus
symétrique, on utilisera le théoréme de Lax-
Milgram.

Théoréme 72 Théoréme de Lax-Milgram

Soit 'V un espace de Hilbert. On considére a une
forme bilinéaire continue coercive sur V. x V et L
une forme linéaire sur V.

Alors il existe un unique u € V tel que a(u,v) =
L(v) pour tout v € V.
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Questions

Exercice : Inclusions des espaces L”
1) Montrer que si 'espace mesuré (X, M, 1) est de mesure finie, alors les espaces £LP(X) sont décroissants
(pour l'inclusion) avec l’exposant p (i.e.)

0<p<p <40 = LF(X)C LX)

2) Montrer que si I est un ensemble quelconque d’indices, alors les espaces IP(I) sont croissants (pour
l'inclusion) avec l'exposant p (i.e.)

0<p<p <400 = IP(I)CI’ ()

Solution : 1) Nous allons proposer deux méthodes pour démontrer cette inclusion. L'une est plus "courte"
que l'autre mais a le désavantage de ne pas montrer que l'injection est continue ...

Méthode 1 : Soient 0 < p < p’ < 400, et soit f € LP (X). Alors
[ oPausa<soe e [ grans [ qirac e
{f<1} {r>1} {r>1}

En additionnant ces deux inégalités, on a donc f € LP(X).

Méthode 2 : Soient 0 < p < p/ < +o0, et soit f € L' (X). Posons « = p//p et B son exposant conjugué.
Comme « > 1, on peut appliquer l'inégalité de Holder :

/X [f1Pdp < (/X(|fp)adu>l/a (/X 15@)1/6 < u(X)V8 (/X|f|”,du>l/a

1
7

71

D’ou L
fllp < p(X)*™
Par conséquent, on en déduit que I'injection
i LV (X) < LP(X)
f=f

est continue.

Remarque : En revanche, on n’a pas f € LP(R) C cr’ (R), pour tous p # p'.
En effet, si p < p/, la fonction f définie par

f(t)—{tl}”' si0<t<1

0 sinon

est dans £P(R) car p/p’ < 1, mais pas dans £P (R).
Si p > p/, la fonction f définie par
1 .
= sit>1
t) = t1/p =
9(t) {0 sinon

est dans £P(R) car p/p’ > 1, mais pas dans L7 (R).

2) Soient I est un ensemble quelconque d’indices et 0 < p < p’ < +o0.
Soit & € IP(I) non nulle. Alors, posons 2’ = x/||z||,. On a ||z|[, =1 (i.e.)

Sl =1

icl
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Il en résulte que |z}|P < 1, et donc |2}| < 1 pour tout i € I. Ainsi, pour tout ¢ € I, on a
@i P < |iP, car p < pf

Par suite,

Dol < el =1 = Y el < leflp

i€l icl i€l

Donc z € 1P (I) et ||z]|, < ||z]],-

Exercice : Soient f € LP(R) et a € R. On rappelle que le translatée de f par a est la fonction dé-
finie par
vz € R, (Taf)(x) = f(x - U«)
1) Montrer que si f € LP(R), 1 < p < 400, alors 7, f € LP(R) et ||7afllp = || f]]p-
2) Montrer que si f € LP(R), 1 < p < 400, alors lim||7,f — f[[, = 0
a—
) Pour f € L¥(R), a-toon i [raf — fll = 07
a—

Solution : 1) On a
{reR; uf(2) # Tag(@)} ={z €R; fz—a) #g(z —a)} =a+{z eR; f(z) # g(2)}
L’invariance de la mesure de Lebesgue A par translation entraine que

A{7af # 7ag}) = AM{S # 9})

On peut donc définir 7, sur LP(R) car la classe de 7, f modulo I’égalité presque partout ne dépend que
de celle de f. Enfin, si 1 < p < +o0,

Iraflly = [ 1£(e = @lPds = [ \fe)pds = |11l
R R
Pour p = +o00, on remarque que
Vu € R, {[raf] >u} =a+{[f| >u}
L’invariance de la mesure de Lebesgue )\ par translation entraine que
[|f]loo := supess|f| = inf{M > 0; A(|f| > M) =0} = supess|t. f| = ||7a S|

2) Supposons que f € C.(R) (Iespace des fonctions continues a support compact). Alors, par le théoréme
de Heine, f est uniformément continue et ainsi, on a

(Ve>0)Fn0)(a<n) = (Vz e R,[f(x —a) - f(z)| <)

Par suite, pour a <7, on a

raf — flI2 = / (@ —a) — f(z)]Pda

-/ [z —a) = f(@)Pde
(a+{f#0})U{f#0}

< (Aa+{f #0}) + A({f £ 0})er

< A{FZOD)er

Or, M{f # 0})) est fini puisque f est & support compact. Par conséquent,

1/p
€

a<n = |nf—fll, < (2277 £01)
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Supposons maintenant f € LP(R). Comme C.(R) est dense dans LP(R), il existe une suite (f,)nen dans
C¢(R) telle que
lim [|fn = fll,=0 (1)

n—-+o0o

Alors

HTa.f*pr < ||’raf*7'afn||;n+ ||Tafn *fn‘|p+ an *fHP
Sz”fn_pr_'_HTa.fn_anP

Soit € > 0. D’apres (1), il existe n. € N tel que

| fne = Fllp < €/4

et par ce qui précéde (puisque f,, € C.(R) pour tout n € N), il existe n. > 0 tel que

HTafne - fne p

< €/2 pour tout |a| < 7,

Par conséquent,
[|7af = fllp < € pour tout |a| < .

D’ou le résultat.
Remarque : Grace a ’égalité

lraf = 7o fllp = ll7o(ra—v.f = F)llp = lI7a=s.f = fllp
on déduit que si 1 < p < 400 et f € LP(R), alors 'application

R — LP(R)
aw Tof

est uniformément continue.

3) Pour f € L*(R), on n’a pas lin%) [|7af — flloo = 0. En effet, en considérant une fonction caracté-
a—r

ristique f = X[q,5], pour tout a € R, on a

||Taf_f‘|oo = 1%0

Exercice : Théoréme de Sard en dimension 1
Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction de classe C'. On note

C={vellf(z)=0}

Montrer que f(C) est une partie de mesure nulle de R (i.e.) pour tout € > 0, f(C) est contenu dans une
réunion d’intervalles dont la somme des longueurs est inférieur a e.

Solution : Soit € > 0 et un intervalle compact J de longueur [ contenu dans I. Comme f est de de classe
C', alors f’ est continue sur un sur J, et donc uniformément continue d’aprés le théoréme de Heine.
Ainsi, il existe n € N tel que, pour tous u,v € J,

If (uw) = f'(v)| < e si|Ju—v] g%

L’inégalité |u — v| < L nous incite & subidiviser I'intervalle J en n intervalles compacts Ji,...,.J,, de

n
longueur I/n.
Si C'N Ji pour un certain k € {1,...,n}, alors pour (au moins) un z € C' N Jy, on a f'(z) = 0 et donc
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|/ (u)| < € pour tout u € Jj.
L’inégalité de la moyenne nous donne alors

F(u) = F(0)] < elu—v] < % S e,

Ainsi, f(J) est de longueur inférieure a e%. Par suite, comme
fengcly )
k=1

on en déduit que la longueur de f(C N J) est inférieure a el. Comme e est arbitrairement petit, on en
déduit que f(C N J) est de mesure nulle.

On peut écrire
oo
I=\J1I
n=1

ou les I, sont des intervalles compacts. D’aprés ce qui précéde, pour tout n € N, f(C' N 1,) est contenu
dans une réunion finie d’intervalles dont la somme est, par exemple, inférieure & €/2". Ainsi, ensemble

)= renr)

est contenu dans une réunion d’intervalles dont la somme des longueurs est inférieure &
(e/2)+ ...+ (e/2") + ... =€
D’ou le résultat.

Remarque : Le théoréme assure que f(C) est "petit" sans rien dire sur I’ensemble C. En effet, en
considérant une fonction constante sur I, on a bien C = I et f(C) est réduit & un point.
Ce qu’il faut comprendre, c’est qu’au voisinage d’un point critique, le graphe de f est "presque horizon-

tale", donc 'image de ce voisinage est de longueur trés petite sur I’axe des ordonnées.

F(Jk)<

Jk

Graphe de f au voisinage d’un point critique x
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