Connexité. Exemples et applications.

Mohamed NASSIRI

L’idée de la connexité est de donner une définition rigoureuse au concept "d’étre d’un morceau".
Attention cependant aux "opérations" sur les ensembles connexes ... Par exemple,

NGNS

Union de connexes non connexe Union de connexes connexe

<> (>

Intersection de connexes connexe Intersection de connexes non connexe

Dans les exemples ci-dessus, on remarque que dans les cas non connezres, on a "deux morceaux
connexes". Cela va nous pousser a définir la notion de composantes connexes.

A TPinstar de la compacité (et & Uinverse des ouverts et des fermés), la connexité a également la
facheuse tendance a mal se comporter avec I'image réciproque par une application continue. Par exemple,
en considérant f : R — R, 2+ 22 (et en admettant que les connexes de R sont les intervalles...), on a

FH(L, +oo]) =] =00, 1] U1, +o0
connexe pas connexe

Cependant, on a que I'image directe par une application continue d’un connexe est connexe (qui généralise
un résultat connu dans R : toute application continue envoie un intervalle sur un intervalle).

On va également définir une notion de connexité "plus forte" : la connexité par arcs. Elle consiste
simplement & dire que l'on peut toujours joindre deux points d’un ensemble par un chemin. Elle est
"plus forte" en ce sens : connexe par arcs = connexre mais connere = connexe par arcs. On a l’exemple
académique suivant :

1
{ (:v, sin ()) , © €]0, 1]} est connexe mais pas connexe par arcs
T

Les applications sont trés variées. En analyse, on pourra constater plusieurs résultats diis au théoréme
des valeurs intermédaires, a I'inégalité de la moyenne et au principe des zéros isolés. En algébre, plusieurs
groupes de matrices ont Pavantage d’étre connexes par arcs (GL,(C), SU(n) et U(n)), et quand ils ne
sont pas connexes, on sait méme déterminer leurs composantes connexes. Chez nos amis les quaternions,
on a la propriété intéressante que le groupe des quaternions de norme 1 est connexe. Résultat fort utile
pour l'isomorphisme :

G/{-1,1} = SO3(R)
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Développements
Principe des zéros isolés
Connexité par arcs de GL,(C), SU(n) et U(n)

1 Connexité, connexité
arcs [GOUan]| p.38 — 42

par

1.1 Connexité

Définition-Proposition 1 Soit (E,d) un espace
métrique. Les assestions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Il n’existe pas de partition de E en deux ouverts
disjoints non vides.

(i) Il n’existe pas de partition de E en deuz fermés
disjoints non vides.

(iii) Les seules parties ouvertes et fermées de E
sont & et E.

Un espace métrique vérifiant l'une des assertions
précédentes est dit connexe.

Une partie A de E est connexe si elle l'est pour la
topologie induite.

Exemple 2 L’ensemble Q n’est pas un conneze
de R car si on se donne a € R\Q, on a Q C
] — o0, a[U]a, +o0].

Théoréme 3 Théoréme du passage des douanes
Toute partie connere C de E qui rencontre l’inté-
rieur de A et Uextérieur de A rencontre aussi la
frontiére de A.

Théoréme 4 Soit f : (E,d) — (E’,d') une ap-
plication continue. Si E est connexe, alors f(E) est
conneze.

Exemple 5 C’est faux pour l’image réciproque ! En
considérant f : R — R, x +— 2 (et en admettant
que les connezes de R sont les intervalles...), on a

F7H(L, A+o0]) =] =00, 1] U [1, +o0
——

connexe

pas connexe

Définition-Proposition 6 On note D = {0,1}
muni de la distance discréte §.
L’espace métrique (D, d) n'est pas connezxe.

Proposition 7 Un espace métriqgue (E,d) est
conneze si et seulement si toute application conti-
nue f : E — D est constante.

Proposition 8 Soit A une partie connexe d’un es-
pace métrique (E,d). Si une partie B de E vérifie
A C B C A, alors B est conneze.

Proposition 9 (i) Soit (C;)icr une famille de
connezes d’un espace métrique (E,d) telle que

32’06[, ViEI, CZQCZO#@

Alors J;c; Ci est connere.
(i) Soit (C;)icr une famille au plus dénombrables
de connezxes (I1=0,1,...,n ou I=N) telle que pour tout

ViEI\{O}, C;nNCiq # 2.

Alors | J;c; Cs est conneze.

Proposition 10 Soient (E1,dy),...(En,dy)  un

nombre fini d’espaces métriques. Alors I’espace pro-
duit E = F1 x ... x E,, est connexe si et seulement
st B; est connexe pour tout i.

1.2 Composantes connexes

Définition-Proposition 11 Soit (E,d) un espace
métrique. La relation

(zRy) < (3 C connexe de E | z € C et y € C)
est une relation d’équivalence.

La classe d’équivalence d’un élément x € FE, no-
tée x, s’appelle composante connexe de E.

Proposition 12 L’espace métriqgue E est connexe
st et seulement s’il n’a qu’une seule composante
conneze.

Proposition 13 Les composantes connexes de E
sont des fermés de E.

Remarque 14 Les composantes connexes de E ne
sont pas toujours des ouverts de E. Cependant, deés
que E sera localement connexe, les composantes
connexes de E seront ouvertes.

Proposition 15 Un homéomorphisme entre deux
espaces met les ensembles de composantes connezxes
de ces deux espaces en bijection.

1.3 Connexes de R et de C

Théoréme 16 Les parties connexes de R sont les
intervalles de R.

Théoréme 17 Théoréeme des valeurs
intermédiaires

Soit I un intervalle de R, et f: I — R une applica-
tion continue. Alors f(I) est un intervalle.

Théoréme 18 Soit Q un ouvert de C. Alors les
composantes connexes de ) sont ouvertes, et l’en-
semble de ces composantes est au plus dénombrable.

[HMQUE] p.3
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Théoréme 19 Soit K un compact de C et Q =
C\Q. Alors,

(i) Vouvert Q a une seule composante connexe non
bornée Cs

(i1) Si C est une composante connexe de §, on a

oC c K. [HMQUE] p.3

1.4 Connexité par arcs

Définition 20 Soit (E,d) un espace métrique. On
appelle chemin de E toute application v : [0,1] —
(E,d) continue. L’image v([0,1]) du chemin s’ap-
pelle un arc, v(0) Uorigine de larc, (1) son
extrémite.

Définition 21 Soit (E,d) un espace métrique. On
dit que E est connexe par arcs si pour pour tout
(a,b) € E?, il existe un arc inclus dans E d’origine
a et d’extrémité b.

Exemple 22 Un ouvert convere est connexe par
arcs.
Un ouvert étoilé est connexe par arcs.

Théoréme 23 Un espace connexe par arcs est
conneze.

Remarque 24 {(z,sin (1)), = €]0,1]}
connere mais pas coNnexe par arcs

est

Théoréme 25 Soit E un R-e.v.n. Une partie ou-
verte Q0 de E est connexe si et seulement si elle est
connexe par arcs.

2 Applications a I’analyse

2.1 Connexité et continuité des fonc-
tions de variable réelle [POM]
p.74 — 76

Corollaire 26 (du théoréme des valeurs intermé-
diaires) Soient f une fonction continue de l'inter-
valle I de R dans R, et a,b € I. Alors pour tout y
compris entre f(a) et f(b), il existe x € [a,b] tel que
f(x)=y.

Corollaire 27 Soit f une fonction continue de l’in-
tervalle I de R dans R. Alors f est injective si et
seulement si f est strictement monotone.

Corollaire 28 Une application continue [ d’un
segment [a,b] de R dans lui-méme (ou bien telle que
[a,b] C f([a,b])) posséde au moins un point fize.

2.2 Calcul différentiel [ROU| p.104
— 106

Théoréme 29 Soient E et F deux espaces normés
(sur R ou C), U un ouvert de E, et f:U — F une

application différentiable en tout point de U.
Soient [a,b] un segment de droite tout entier
contenu dans U, et k une constante positive.

On suppose que,

Va € la,b], |[Df(@)|leer) <k
Alors, on a linégalité de la moyenne

1F(0) = f(@)llr < Ellb—alle

Corollaire 30 Soient F et F deux espaces normés,
et f:U — F une application différentiable sur un
ouvert U de E.

(i) Si U est un ouvert convere de E et si
IDf(@)lee,r) <k, Vo €U (k= 0), alors Uap-
plication f est k-lipschitzienne sur U

(ii) Si U est un ouvert connezxe de E et si Df(x) =
0 Vx €U, alors f est constante sur U.

Remarque 31 L’énonce (ii) est faux si U nlest
plus connexe.

1 2

Une fonction non constante
mais de dérivée identiquement nulle

2.3 Analyse complexe [HMQUE]

p.102 — 104

Théoréme 32 & Principe des zéros isolés @

Soit f € H(Q) (Iensemble des fonctions holo-
morphes sur louvert connexe ), non identique-
ment nulle, et soit Z(f) = {a € Q| f(zx) = 0}
l’ensemble des zéros de f.

(1) Siae Z(f), Ik >1 et g € H(Q) telle que :

J(2) = (z— a)g(z)  avee gla) £ 0

(2) Z(f) est au plus dénombrable et ses points sont
isolés dans €.

Application 33 Théoréme de prolongement des

identités Soit Q@ C C un ouvert connexe, et soient

fyg € H(QY) égales sur une partie E de 2 qui poséde
un point d’accumulation dans Q. Alors, f = g.

En particulier, si f et g coincident sur un ouvert
non vide de 2, elles sont égales.

Application 34 (du théoreme de prolongement
des identités) Soit f(t) = e~"/2, et en considérant
la fonction entiére

F(z)= 622/2/6_%(”2)2&
R
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on a
f(&)Z/f(t)e—“fdt:\/ﬂe—f/z
R

Application 35 Soit Q C C un ouvert connexe, et
sotent f,g € H(Q) telles que fg = 0. Alors, f =0
ou g = 0. En d’autres termes, Uanneau H(SY) est
intégre.

3 Applications a I’algébre
3.1 Groupes de matrices [NEHH]
p.517-518

Théoréme 36 & GL,(C), SU(n) et U(n) sont
connexes par arcs. #

Proposition 37 (i) SO, (R) est connexe par arcs.
(i1) On(R) a deux composantes connexes dont celle
contenant I,, est SO, (R).

(i4i) GL,(R) a deux composantes connexes :

GLS(R) = {M € M, (R) | det(M) > 0}
GL; (R) = {M € M,(R) | det(M) < 0}

Proposition 38 Pour K = R ou C, SL,(K) est
connexe par arcs.

3.2 Exponentielle de matrices
[ML3al] p.358-359
Proposition 39 L’application exp M, (C) —

GL,(C) est surjective.
Plus précisément, pour tout M € GL,(C), il existe
P € C[X] tel que M = exp(P(M)).

Remarque 40 On a une autre démonstration pour
montrer que GL,,(C) est connexe par arcs.

Proposition 41 Pour n > 1, [application
exp : My, (R) — GLI(R) n’est pas surjective.
Plus précisement, exp(M,(R)) = {M? | M €
GL,,(R)}. De plus, pour tout M € GL,(R), il existe
P € R[X] tel que M? = exp(P(M)).

3.3 Quaternions [PER]| p. XXX

Définition-Proposition 42 Il existe wune al-
gebre H de dimension 4 sur R, appelé
algébre des quaternions, muni d’une base 1,15,k
telle que :

(i) 1 est élément neutre pour la multiplication,

(i) on a les formules

jk=—-kj=1i, ki=—ik=j, ij=—ji=k
=5 =k=-1
Un quaternions s’écrit alors

q=a+bi+cj+dk, aveca,b,c,deR

H est muni de la norme algébrique N suivante :
Vg=a+bi+cj+dk € H, N(q)=a?+b>+c+d?

Proposition 43 Soit G le groupe des quaternions
de norme 1. Alors G est connexe.

Théoréme 44 Soit G le groupe des quaternions de
norme 1. On a lisomorphisme suivant :

G/{-1,1} = SO3(R)

Remarque 45 On a une autre démonstration de
la connezité de SO3(R).
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Questions

Exercice : Soit (E,d) un espace métrique.

1) La frontiére d’une partie connexe est-elle connexe ?
2) Soit A une partie de E.

(i) Si A est connexe, a-t-on A connexe ?

[e]
(74) Si A est connexe, a-t-on A connexe ?

Solution : 1) La réponse est non. [0, 1] est bien connexe et F'r([0,1]) = {0} U {1} n’est pas connexe..
2)(7) La réponse est également non. Par exemple, [0,1[U]1,2] = [0, 2]. [0,2] est bien connexe et pourtant
[0,1[U]1,2] n’est pas connexe.

o
2)(ii) La réponse est encore non! En considérant, [0,1] U {2} =|0, 1], on a que ]0,1[ est bien connexe et
pourtant [0, 1] U {2} n’est pas connexe.

Exercice : Montrer que D, (R), 'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(R), est connexe par
arcs.

Solution : On va montrer que l'on peut relier toutes matrices de D, (R) & la matrice nulle (qui est
incontestablement diagonalisable) tout en restant dans D,,(R).
Soient A, B € D,,(R). On considére les chemins

v : [0,1] = M, (R) v2 : [0,1] = M, (R) v : [0,1] = M, (R)
71

(2t) sit € [0,1/2]
Lo (1—1)A L tB P et 1) site /2]

- 71 est un chemin reliant la matrice A & la matrice nulle.
- 72 est un chemin reliant la matrice nulle a la matrice B.
Par conséquent, v est un chemin reliant la matrice A a la matrice B.

I1 ne reste plus qu’a montrer que pour tout ¢ € [0,1], v(t) C Dy (R) ((i.e.) vi(t) C Dp(R) pour i = 1,2).
Or, pour t € [0, 1], la matrice (1—t) A est diagonalisable. En effet, comme A € D,,(R), il existe P € GL,(R)
telle que A = PDP~! ot D est une matrice diagonale. Ce qui implique (1 —t)A = P((1 —t)D)P~1, et
donc que (1 —t)A € D, (R). En raisonnant de la méme fagon avec la matrice B, on obtient donc que pour
tout ¢ € [0,1], v(t) C D,(R).

Exercice : En utilisant le théoréme de prolongement des identités et en considérant la fonction :
F:z— 622/2/6_%(t+z)2dt,
R

calculer la transformée de Fourier de t — e—t"/2.

Solution : Soit f(t) = e~*"/2, alors

£(6) =/Rf(t)e‘“fdt:6—52/2Af(t)e—%(t+i5>2dt

En considérant la fonction :
F:z—e?/? / e~ 3(t+2)° gt
R
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Montrons que cette fonction est holomorphe sur C (on dit aussi que cette fonction est entiére) en utilisant
le théoréme d’holomorphie sous signe intégral.
Posons la fonction

h: RxC—C
(t,z) — e (t+a)?

- Vz € C, la fonction t +— h(t, z) est dans L*(R),
- Vt € R, la fonction z — h(t, z) est holomorphe sur C,
- Soit un compact K C Cet z € K, on a

|h(t, 2)] = e BRUFDY = (=3 —ReRET)
— o3Itz 12
Or comme z € K, il existe une constante o > 0 telle que |z| < a. Ainsi, pour tout z € R x K,
Ih(t,2)| < e~ 2t Fltlatsza®

avec gx € L'(R)
Ainsi par le théoréme d’holomorphie sous signe intégral, F' est holomorphe sur C.

Pour z € R, on a

F(z) = 622/2/ e~ 2(t+2)% gy
R

2 1.2
= /2 [ 735 ds
t+z=s R

= V2?2 = G(z)

Pour z € R, on a donc F(z) = G(z). Donc les fonctions entiéres F' et G coincident sur R dont tous les
points sont d’accumulations dans C. Par le théoréme de prolongement des identités, F'(z) = G(z) pour
tout z € C. En particulier,

~

F(&) = F(i€) = G(i€) = V2me ¢ /2
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