Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations

différentielles linéaires. Exemples et applications.

Mohamed NASSIRI

RACONTE TA VIE

Reéférences
[DEM] Analyse numérique et équations différentielles, Jean-Pierre Demailly
[HUB2] Calcul scientifique : Tome 2, Florence Hubert et John Hubbard
[GOUan] Les maths en téte : Analyse, Xavier Gourdon
[DTZ] Mathématiques pour I'agrégation : Analyse et probabilités, Jean-Francois Dantzer
[FGNan4] Analyse 4 Oraux X-ENS, Serge Francinou, Hervé Gianella et Serge Nicolas #

Développements
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Résolution de I’équation de Bessel

1 Equations différentielles li-
néaires scalaires du premier
ordre [DTZ] p.513 — 518

Définition 1 On appelle équation différentielle
linéaire scalaire du premier ordre, toute équation
de la forme

y=ay+b (E)

ol a et b sont deux fonctions continues sur un in-
tervalle I & valeurs dans R.
On appelle solution de cette équation, toute fonction

y: I >R
t—y(t)

dérivable sur I telle que

Vtel, y'(t)=a(t)y(t)+b(t)

Si b est la fonction nulle,
linéaire homogene.

l’équation est dit

Remarque 2 1) Les applications a et b étant
continues sur I, toute solution Y est de classe C*
sur 1.

2) Si les applications a et b sont classe C*, alors
toute solution Y est de classe C*tT.

3) L’application a étant continue sur I, elle admet
des primitives sur cet intervalle.

Proposition 3 Soit A une primitive de a sur I.
On note Sy lensemble des solutions de ’équation

linéaire homogéne (H). Alors (Sg,+,.) est lespace
vectoriel de dimension 1 engendré par l’application

Yo: I —+R
t s e

Proposition 4 Soit ty € I. Les solutions de (E)
sont les applications Y définies par

t
vtel, Y(t) = ( / b(w)e‘A(I)dx) e 4 KeAW
to

Définition 5 Si ['on considére un intervalle I,
deuz applications a et b continues sur I et (to,yo) €
I xR. Un probléeme de Cauchy s’écrit

y' = a(t)y +b(t)
(@) _
y(to) = yo
Proposition 6 Il y a existence et unicité du pro-
bleme de Cauchy. L’unique solution est donnée par
vtel,

t
Y(t) = (/ b(x)e_A(x)dJU) e 4 yoeA(t)_A(t")
to

Remarque 7 1) On appelle également équation
différentielle linéaire scalaire du premier ordre, une
équation de la forme

a(t)y’ +b(t)y = c(t)

ot a, b et ¢ sont trois fonctions continues sur un
intervalle I, la fonction a ne s’annulant pas sur I.
2) Dans le cas ot a s’annule sur I, on effectue



létude de ’équation différentielle sur chaque inter-
valle maximal inclus dans I et sur lequel a ne s’an-
nule pas.

3) On peut éventuellement faire [étude de
raccordement : celle-ci consiste a rechercher les so-
lutions sur Uintervalle I.

Exemple 8 On considére I’équation différentielle
ty +2y = ——
A

Les solutions de I’équation différentielle sur R sont

de la forme

t — arctan(t) + k1

VtERY, ()= >

ot k1 est une constante réelle.
Les solutions de I’équation différentielle sur R* sont
de la forme

t — arctan(t) + ko

Vte R, yi(t) = 2

ot ko est une constante réelle.
Lunique solution de ’équation différentielle sur R
est

t — arctan(t)

y(t) = P , VteR
y(0) =0
2 Systémes différentiels li-

néaires [DTZ] p.520 — 530,
|[GOUan]| p.357 — 361

2.1 Défintions et existence de solu-
tions

Définition 9 Soit p € N*. Tout équation différen-
tielle sur R™ d’ordre p du type

Y@ = A, ()YP™D 4+ Ag(t)Y + B(t)

ot Ap_1,..,Aq sont des fonctions -continues
de I dans M,R) e¢ B : I — R”
une fonction continue quelconque est appelée
équation différentielle linéaire d’ordre p.

Si B est identiquement nulle sur I, l’équation est
dit homogeéne.

(L)

Remarque 10 On peut ramener toute équation
différentielle d’ordre p a une équation différentielle
d’ordre 1. Ici, (L) se réécrit

Pour cette raison, nous nous limiterons a l’étude
des systemes différentielles linéaires d’ordre 1.

Remarque 11 Les définitions de solution et de
Probléeme de Cauchy s’adaptent bien sir aux sys-
temes différentielles linéaires d’ordre 1.

Théoréme 12 & Théoréme de Cauchy-Lipschitz
linéaire #
Soit une équation différentielle linéaire

v =Alt)y+B(t) (L)

ot A: 1T = M,(R) et B: 1 — R" sont des fonc-
tions continues. Alors pour tout tg € I et pour tout
yo € R7”, il existe une unique solution y : I — R”
de (L4) telle que y(to) = yo-

Théoréme 13 Soit A : I — M, (R) une fonction
continue. L’ensemble Sy des solutions mazimales
de l’équation différentielle linéaire homogéne

est un s.e.v. de dimension n du R-e.v. C*(I,R"™).

Corollaire 14 L’ensemble des solutions de l’équa-
tion différentielle linéaire (L1) est un espace affine
de dimension n.

2.2 Wronskien

Définition 15 Soient y1, ..., y, n solutions de (H).
On appelle wronskien de y1, ..., y, Uapplication

wrsk: ] - R
s det(yl(t)v 7yn(t))

Exemple 16 Le wronskien de deux solutions u et
v d’une équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre 2

y" =p(t)yq(t)y

est

u

v e w’ —u'v
al| Y

dt : B Proposition 17 (i) Soient yi,...,yn solutions de
y (-1 (H). Le rang des vecteurs yi(t), ..., yn(t) est indé-

0 I, 0 % 0 pendant de t € I.
v ' (i) Des solutions yi, ..., yn de (H) forment une base
. + : des solutions de (H) si et seulement s’il existe tg € I
0 0 1, : 0 tel que wrsk((y1(to), ..., yn(to)) # 0, et dans ce cas,

Ap(t) Ap_1(t) y (P=1) B(t)) on awrsk((y1(t),...,yn(t)) # 0 pour tout t € I
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3 Résolution d’équations diffé-
rentielles linéaires

3.1 Le cas général [GOUan]| p.357 —
361

Méthode 18 Résolution d’un systéme linéaire
d’ordre 1

e Il n’y a en général pas de méthode pour résoudre
y' = A(t)y en dimension n > 2.

e FEtant donné y,...,y, solutions de (H), on wuti-
lise la méthode de la variation de la constante pour
Déquation y' = A(t)y + B(t) : on cherche des so-
lutions de la forme t — >0 Ni(t)y;(t), qui nous
conduit a

SN Bwit) = b(t)
=1

Exemple 19 On suppose connues deux solutions
linéairement indépendantes u et v de [’équation ho-
mogéne de 'équation différentielle vy = a(t)y +
b(t)y + c(t) qui se réécrit

(1) = (o ato) (7))

On cherche des solutions de la forme

W(t) = NOU() + u(t)V ()

. _ (u(®) () o
ot U(t) = <u’(t)) et V(t) = (W(t))' Ainsi,
t—= At)u(t) + p(t)v(t) est solution si et seulement
St

N (U @) + OV () = C (1)
(i.e.)
Nu+p'v=0
MNu+p'v=c
Proposition 20 Soit A € M, (R). L’équation dif-
férentielle y' = Ay a ses solutions mazximales défi-

nies sur R, et la solution vérifiant y(0) = yo € R™
est

f:R>R"
t— eAtyO
Théoréme 21 Soit

y® +ay? Y 4 tay=0 (E)

une équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre p sur R. En considérant le polynéme
P(X) = XP + a1 XP' + .. + a,X (appelé
polynome caractéristique) que l'on factorise sous
la forme P(X) = Hle(X —r;)™i. Les solutions de
(E) sont les applications

k
t Y et Pi(t)
=1

avec degP; < m;.

Théoréme 22 Soit L € C". Soient A1,..., A\ les
valeurs propres distinctes de f. Pour tout i €
{1,...,k}, on note N; le sous-espace caractéristique
de f associ€ a la valeur propre \; et on note o; :=
dimN;. Ainsi, on a

k
xr(X) = ()" [T = x>

i=1

Pour tout s.e.v. N de C™, pour tout @ € N et
pour tout A € C on note Sy o, l'e.v. des fonctions
R — C, t+ e P(t); ot P est un polynéme a coef-
ficients dans N de degré strictement inférieur a o.
Si on note S l'e.v. des solutions de I’équation diffé-
rentielle X' = f(X). Alors

§cC SN1,0617>\1 D...0D SNk;OCIw)\Ic

3.2 A l’aide des séries entiéres

Application 23 Soit f la fonction définie sur R
par

Ve e R, f(z)= e / e dt
0

Alors [ est lunique solution sur tout intervalle
| —a,af ot a €]0,+o00] du systeme différentiel

y —2zy =1
y(0)=0

De plus, on a

= 4Pplg2r+l

— 7 ’ -t 3p —
Ve eR, f(z)=e /06 dt_Z(2p+1)!

p=0

[DTZ] p.334 — 336

Application 24 & Résolution de [’équation de
Bessel &
1l existe une unique solution a l’équation de Bessel

vy +y' +ay=0 (E)

développable en série entiere en 0 et valant 1 en 0.
Cest

o (D" o,
2 "

n=0

folz) =
On déduit également
1 (7 .
folz) =+ / cos(xsin(9))dd
™ Jo

[FGNan4 | p.101
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4 Comportement des solutions

4.1 Lemme de Gronwall et applica-
tions [GOUan]| p.377 — 379

Proposition 25 Lemme de Gronwall
Soient @, et y trois fonctions continues sur un seg-

ment [a,b], & valeurs positives et vérifiant l’inégalité

Yt € [a,b], y

@+ [ v
Alors ¥t € [a, b,

o) <ol + [ o5y ()exp ( / t ¢<u>du> s

Corollaire 26 Soient v et y trois fonctions conti-
nues sur un segment [a, b, & valeurs positives telles

que
) < c—|—/ P(s
Alors Yt € [a, b],

o< o ([ vio)

Corollaire 27 Soity : [a,b] — R™ une fonction de
classe C vérifiant

Ja >0, 35 >0, Vt € [a,b],
Alors

de¢ >0, Vt € [a,b],

Iy (I < B+ ally@)|

al\t—a /8 o (tl—a
vt € [a,b], [ly(®)]] < [ly(a)le*” )+&(e =0 —1)

Corollaire 28 Soit ¢ : Ry — R wune fonction
de classe C1, strictement positive et croissante.
Alors toutes les solutions de l’équation différentielle
y" + q(t)y = 0 sont bornées sur R, .

4.2 Champ de vecteurs et points
d’équilibre [DEM] p.272 — 278

Définition 29 Soient U un ouvert de R™ et f :
U — R™ une application continue. On appelle
champ de vecteurs dans U toute application de la
forme

x— flx), xelU
ot f est une fonction continue sur U.
On appelle systéme autonome associ€ au champ de
vecteurs f le systéme différentiel

dz(t) _
T f(x(t))

Exemple 30 o f (5) = (i) Voir Figure2

z\ _ [~y -
o f (y) = ( - ) Voir Figure3

Définition 31 Soient U un ouvert de R™ et f :
U — R™ une application continue. Un point xg € U

4.3 Stabilité des solutions [DEM]
p.265 — 268

Définition 32 On considére le probléme
y'(t) = [ty
) [yO=10y0)
y(to) = o

On suppose que la solution de ce probléeme existe sur
[t07 +OO[

Soit y(t,z) la solution mazimale de (E) tel que
y(to, z) = z. On dira que la solution y(to, z) = z est

stable s’il existe une boule B(zy,r) et une constante

C >0 telles que

(i) V2 € B(z,7), t — y(t,2) est définie sur
[t0,+OO[.

(ii) Vz € B(zo,7) ett > tg, on a

ly(t, z) — y(t, 20)|| < Cl|z — 20|

On dira que la solution y(tg,z) = 2z est
asymptotiquement stable si elle est stable si la

condition (i7") (plus forte que la condition (ii)) est

vérifiée :

(ii’) il existe une boule B(zp,7) et une fonction

vt [to,+oo[— Ry continue avec lim ~(t) = 0
t—+4oo

telles que pour tout z € B(z,7) et t > to, on ait
Y(®)llz = 2ol

ly(t, 2) —y(t, 20) || <

Voir Figureld

Théoréme 33 On considére le probléme
=AY, avecY € C™, A e M,,(C)

Soient A1, ..., Am les valeurs propres complexes de la
matrice A. Alors les solutions du systéme linéaire
= AY sont :

- asymptotiquement stables si et seulement si
Re(A;) <0Vjel,...,m

- stables si et seulement si Vj € 1,...,m ou bien
Re(Aj) < 0, ou bien Re(Xj) = 0 et le bloc corres-
pondant est diagonalisable.

Proposition 34 Cas d’un champ linéaire en

dimension 2 :

2'(t) = ax + by
y'(t) =cx +dy

est dit d’équilibre ou critique si f(xo) = 0. Voir Tableaul
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5 Meéthode de tir [HUB2] p.108
— 111

Meéthode 35 Soient f € C(]0,1]) et ¢ € C(]0,1])
une fonction a valeurs positives. On consideére le
probléme

0 {—u"(w) +q(@)u(z) = f(z), =€0,1]
u(0) =u(l) =0

La méthode de tir consiste a remplacer le probléme
(1) par le probleme de Cauchy suivant

—u"(z) + q(z)u(z) = f(z), z€][0,1]
w(0)=0
w'(0) =k

est de montrer qu’il existe une valeur de u'(0) = k
tel que u(1) = 0.

Cette méthode est spécifique a la dimension 1.

Remarque 36 On va supposer que la fonction q
est constante.

Théoréme 37 Soient f € C(]0,1]) et ¢ > 0. Le
probleme (1) admet une et une seule solution don-
née par

u(@) = - /0 w /O ' fy)dydt + o /0 1 /0 ' fl)dydt

siq=20

u(zx) = \}a /033 sinh((y — x)/q) f(y)dy
o UL
siqg>0
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Illustrations

/

N
SN

/

Figure 2 : Champ de vecteurs 7 (2) =

N

(2) Figure 3 : Champ de vecteurs 7 (z) =

Sp(A) = {)\17 )\2}, A1 7é Ao SOhltiODS 0< A< A\ A< A <0 | Aa<O0< )\
A0 N zoe Figure 4 Figure 5 Figure 6
0 A y(t) = yoe?
Sp(4) = {A}
A diagonalisable Solutlons A>0 A<0
<’\ 0) - xoe Figure 7 Figure 8
0 A y(t) = = yoe
Sp(4) = {A}
A non diagonalisable Solutions A>0 A<0
A0 z(t) = moeM . .
Figure 9 Figure 10
o 3) {y@):(yﬁw s | T
Sp(A) ={a+if,a —if} Solutions a>0 a<0 a=0
a —p 2(t) = a(t) + iy(t) : . .
</6 o > {z(t) _ Z((]a-kiﬁ)t Figure 11 Figure 12 Figure 13

Tableau 1 : Zoologie des courbes intégrales pour un champ linéaire de vecteurs.

Zis

Figure 4 : Noeud impropre instable

Nz

TS

W

Figure 6 : Point col

Figure

5 : Noeud impropre stable

Figure 7 : Noeud propre stable
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Figure 9 : Noeud exceptionnel instable

)

Figure 11 : Foyer stable

=2
—

Figure 13 : Centre

Figure 8 : Noeud propre instable

@

Figure 10 : Noeud exceptionnel stable

S0

e

A
e
\_dw/

Figure 12 : Foyer instable

i

Y

- solution instable
2o

z solution stable
20
z solution asymptotiquement stable
20
%
0 to t

Figure 14 : Illustrations des différentes notions de stabilité
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Questions

Exercice :

Solution :

Exercice :

Solution :

Exercice : Méthode d’Euler-Cauchy
Soient 7' > 0, I = [0,T], et f : I x R™ — R™ une fonction de classe C''. On suppose qu'il existe L > 0
telle que

vt e I,Ve,y e R, [|f(t,z) — f(t,y)l| < Lz -yl

Soit y : I — R™ une solution de I’équation différentielle
y' = f(t.y)

Soit N € N*, h =T/N et pour tout n € {0,1,..., N}, t,, = nh. On définit yo, y1, ..., yn par récurrence par

Yo = y(o) et Yn+l = Yn + hf(tna yn)

Montrer que, Vn € {0,1,...,N},

Mh
lleall := lly(tn) = yull < S7e™*

avec M = supl||y” (¢
LA 0]

Solution : Voici une illustration de ce que nous en sommes en train de faire.

Y

y(tn+1)

€n

yn+1

Y(tn) = yn

tn tnt1 t

Mohamed NASSIRI @ Page 8 www.coquillagesetpoincare.fr


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr
http://coquillagesetpoincare.fr

Posons €, := y(tn+1) — y(tn) — hy'(¢,). On a donc
llenll = lly(tnt1) = y(tn) = hy'(tn)l|
tn+1
|| [ o - v
tn
trnt1
< [Ty ® - v
¢
bnt1 _ Mh?

< M(t—t,)dt = =

tn

Par suite,

len+1 — enll = [[y(tnt1) = y(tn) = (Ynt1 — yn)l|
= |len + hy'(tn) — hf (tn, yn)l
= [len + h(f(tn, y(tn)) — f(tnsyn))ll
< lleall + RIS s y(tn)) = f (o, yn))]
< llenll + hL[ly(tn) — ynll
= |lenl| + hL|en||

On en déduit donc
llent1l|l < (L +hL)||en]| + |lenl|

Or, comme
Mh?
1+hL<eMt et el < 5
on obtient ainsi A2
llens1]] < €"|lenl| + 5

Puis par récurrence immédiate sur n, on a

Mh?

llenll < €™ [leal + (14 € .. 4 D) =

Mais puisque eg = 0, on a

Mh2 _ enhL _ 1Mh2 - enhL Mh2 _ tan

< hL . (n—1)hL
llenll < (1+ €™ 4. +e )= L1 2 = nL 2 ¢ 2L
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