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Résumé :
La méthode de Newton est une méthode de résolution de I’équation f(x) = 0. Avec certaines
Prérequis :

Suites numériques - Formules de Taylor - Fonctions convexes

Théoréme : o Soit f : [¢,d] — R, une fonction de classe C2, telle que f(c) < 0 < f(d), et
f'(x) >0,V € [e,d].
Soit a I'unique solution de f(z) =0 et F(x) =x — f(z)/f'(x).

f(zn)’
converge a l'ordre 2 vers a.

e De plus, si f est convexe, Vxg € [a,d], la méthode converge et on a :

1)
2 f'(a)

(z, —a)? si n — 400

0<2pi1 —a<C(z, —a)2 et Tni1 —a

Alors pour x,11 = Ty, — F2a) 30 > 0 tel que I =Ja — o, a + o soit stable par F' et Vag € I, (2,,)

Démonstration.
e Comme f(a) =0, Vz € [¢,d], on a :

Or par la formule de Taylor a 'ordre 2,

3z €a, z[ tel que F(z) —a =



. _ mamme[c,d]f”(m)
Soit C Imin e (@) on a donc

|F(z) —a| < Clz —al* Yz € [c,d]
Soit o > 0 tel que Cax < 1, et assez petit pour que I =Ja — o, a + «[C [¢,d]. Alors Vz € I, on a :
|F(z) —a] < Ca? < adot F(I)C I
Sixzgel,onadoncz, €I, VneNet:
|Zni1 — a| = |F(2,) —a| < Clx, —al* d'ott
Cla, —al < (Clag — a])*™ < (Ca)™
et la convergence d’ordre 2 de z,, vers a puisque Car < 1.

e Poura<ax<d,ona f(x) >0et f'(x) >0, dou

f(x) e
Flx)=xz— <z (inégalité stricte si x > a
et d’autre part, on a
1 1"
F(z)—a= 3 f"’((j)) (z, —a)> >0 (inégalité stricte si x > 0)

Par conséquent, F([a,d]) C [a,d] et pour o €]a,d], on a donc z, €la,d] Vn € N (si g = a, la suite est
constante).

Comme la suite (z,)nen est décroissante, elle admet une limite [ qui vérifie F/(I) = I, donc f(I) =1 et I ne
peut étre que a.

La convergence de (z,,)nen vers a est quadratique car on a :

0<zpy1 —a<C(z, —a)?

Orsia<zg<d,onax, >a,VneNet

tnri—a _ 11"(z0)
(o0 —a)? ~ 2 (o)

avec a < zp < Tp,

Par conséquent,

Toi—a  1f"(z) 1 f"(a)
(@n —a)2 2 fi(zy) notoe 2 f(a)

Remarques :

« A

e Mises en garde sur le développement :
Attention & ...
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