Séries de Fourier. Exemples et applications.

Mohamed NASSIRI

L’intuition de Fourier est la suivante : on peut obtenir une fonction périodique comme somme de
fonctions sinusoidales (& I’époque, il juge méme toute hypothése de continuité inutile ...).

Cependant la convergence d’une série de Fourier th cn(f)e™® vers f n’est pas toujours garantie.

Un cas particulier est donné par I'espace L?. Dans cet espace, en notant, e, (x) = €!"® pour tout n € Z,
la famille (e, )nez est une base hilbertienne de L2_, si bien que

27

+oo

f= Z cn(f)en dans L3

n=—oo
Le "dans L3_" est trés important ! Cette relation n’est pas toujours vraie en I'appliquant en un point !
Toute série de Fourier est une série trigonométrique, mais la réciproque est fausse comme le montre

I'exemple de la série ), -, cos(nz). L’introduction des noyauz de Dirichlet et de Fejér va nous permettre
d’avoir une écrire sous forme de convolution des sommes partielles des séries et de leur moyenne.

Noyau de Dirichlet d’ordre N Noyau de Fejér d’ordre N
N 1 N-1
Dy= > e, (N€N) Ky=5 ) Di (NeN)
n=—N J=0
Vf € Lyy, Sn(f)=/f*Dn R
1 o —
Vf € Ly, on(f) -—mgsk(f)—f*KN

La convergence des séries de Fourier est une question délicate. On rencontre deux problémes célébres.
Le premier est le contre-exemple de Fejér qui nous assure qu’il existe f € Co, telle que sup|Sy(f)(0)] =
N>1

+o00. En particulier, la suite des Sy (f) diverge en 0. L’autre probléme est le phénoménE de Gibbs qui
illustre un probléme des convergences des séries de Fourier aux points de discontinuité d’une fonction.

Sur lillustration ci-dessous, on a réalisé les sommes partielles des séries de Fourier aux ordres 10, 50 et
250 du signal en créneau.

S

En plus de la convergence "naturelle" (en norme L?), on va s’intéresser aux convergences en moyenne
de Cesaro (théoréme de Fejér), normale et ponctuelle (Test de Dini et théoréme de Dirichlet).

Les applications sont intéressantes, notamment pour le calcul des séries numériques. On obtient les
célébres résultats :

n2 6’ nt 90
n=1 n=1
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1 Définitions et premiéres pro-
priétés
1.1 Polynémes trigonométriques

[ELAMZ2] p.170 — 173

Définition-Proposition-Rappels 1 (i) On note
Cor lensemble des fonctions continues et 2m-
périodiques sur R, a valeurs dans C.

Muni de la norme

1 flloc = sup[f(z)| = sup |f(z)|
z€R z€[0,27]
(Cons ||-lloc) est un espace de Banach.

(it) On note LY l’ensemble des fonctions 2m-
périodiques sur R, & valeurs dans C et qui appar-
tiennent a L} .
Muni de la norme

27 1/p
1l = (55 [ 15t@rias)

et st p=—+o00

[11loe = supess{| f(z)| ; = € [0,2n]}
z€R

(L5, 1]-lp) est un espace de Banach Vp € [1,+<].
(iii) Cor est dense dans (L5 _,||.||,) Vp € [1, +o0l.
(iv) L3, muni du produit scalaire

1 2w

f(@)g(z)dx

(f9) =

7271' 0

est un espace de Hilbert.
(v) Par Uinégalité de Hélder, on a les inclusions
susvantes

Cor CLY CLh C L,

Définition 2 Pour tout n € Z, on désigne par e,
l’élément de Cor donné par

en(x) = e™*,

est
appelé

Proposition 3 La famille
un  systéme  orthonormal
systéme trigonométrique.

(en)nEZ

de L3,

Définition 4 On appelle polynéme trigonométrique
toute combinaison linéaire finie d’éléments du sys-
teme trigonométrique.

Théoréme 5 Pour f € Cor et tout € > 0, il existe
un polynéme trigonométrique P tel que ||f — P||2 <
€.

Théoréme 6 Le systéme trigonométrique (en)nez
est une base hilbertienne de L3, .

1.2 Séries trigonométriques et série
de Fourier [ELAMZ2] p.173 — 178

Définition 7 Soient f € Li_ et n € Z. On appelle
n-ieme coefficient de Fourier de f le nombre com-
pleze ¢, (f) donné par

1 27 )
(x)e™ """ da

Cn(f)

:27T 0

Remarque 8 1) Pour f € L3_, c,.(f) = (f,en).
2) On a également des coefficients de Fourier dits
réels ou trigonométriques et donnés, pour tout n €
N, par :

1 27

an(f) ==

™ Jo

(z)cos(naz)dz = ¢, (f) + c—n(f)

1 27

(@)sin(nz)dz = i(cn(f) — c-n(f))

™ Jo

Définition 9 Pour f,g € L3 _, le produit de
convolution fxg au point x, quand il existe, est
donné par

27

ft = x)g(z)dt

frgle) =5 ;
Proposition 10 Soient f € L, a € R, (k,n) €
72 et g € LS. Alors

f(=x))

(Z) cn(fg) = Cfn(f) (Oﬂ fo(i) =
(”) cn(f) = c*ﬂ(f)

(iii) cn(Taf) = €™ en(f) (0t 7af(x) = f(z —a))
(iv) cnlexf) = cnr(fen

(v) fxen=ca(f)en

(i) |1f * glloe < [If1111l9]ls0

(v) Si de plus, f est dans Cor et C' par morceaur,

alors cn(f') = inen(f)

Proposition 11 Pour tout f € LY _, on a

lim ¢,(f) =0

|n]—+4o00
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Proposition 12 (i) L’ensemble

CO(Z) = {u = (un)n€27 Up € C ) moo‘un‘ = O}

i
[n|—+
muni de la norme

|[ulloo = sup|un|
nez

est un espace de Banach.
(1) L’application

. Léw — co(Z)
v {f = (enlf)nez
est un homomorphisme d’algebres de (L3, x,||.||1)
dans (co(Z), -, ||-||oo), qui est continu et de norme 1.
Définition 13 Soit (un)nez une famille de

nombres complexes. On dit que la série th‘; Uy,

. . +oo
converge St chacune des séries gn:O Uy, et
—+oo

1 U—n converge, et on note la somme

+oo +oo “+o0
§ Up = § Up + E U_n
—0o0 n=0 n=1

On appelle série trigonométrique toute somme de la
forme

+oo
S e (ay €C)
—o0

dont on définit la convergence comme indiqué ci-
dessus en prenant pour (un)nez la suite (Sp)nez
des sommes partielles symétriques d’ordre n :

Sp(x) = z”: ape’r®

k=—n

Définition 14 Soit f € Li.. On appelle
série de Fourier de f la série trigonométrique (for-

melle) Zfi cn(f)ei™®, ot cn(f) sont les coeffi-
cients de Fourier de f.

Remarque 15 Toute série de Fourier est une sé-
rie trigonométrique, mais la Téciproque est fausse !
Ezemple : 3, -, cos(nz)

Théoréme 16 Soient f € Li_ et (up)nez une
suite de mombres complezes. Si la série Sy =
ZnszN une™® converge vers f dans Li_, alors la
série ), cq un€'™® est la série de Fourier de f (i.e.)

Up = cu(f), VR €Z

1.3 Noyaux de Féjer et de Dirichlet
[ELAM2] p184 — 186

Définition 17 La fonction
N

> en (NeN)

n=—N

Dy =

inx

ot ep(z) =e
d’ordre N.

, est appelé le noyau de Dirichlet

Proposition 18 (i) Dy est une fonction paire,
2m-périodique, et vérifie

1 s
%/_ﬂ Dy(z)dz =1

(ii) Dy est un prologement par continuité a R de
la fonction

. N l
R/207 = R, z oy SV +3)T
sin(x/2)

(iii) Pour tout f € L} _, on a
Sn(f)=[f+*Dn

Définition 19 La fonction
| V-1
KN=NZDj (N e N¥)
§j=0

ol e, (z) = €, est appelé le noyau de Fejér

d’ordre N.

Proposition 20 (i) Ky est un prologement par
continuité a R de la fonction

1 (si
R/277Z — R — | —=
/W—),.’EHN(‘.

(ii) Pour tout f € L}, on a

N

on(f) = g S Slf) = £+ K
k=0

(i11) (Kn)n>1 est une approzimation de 'unité de
Li .

2 Différents types de conver-
gence

2.1 Problémes de convergence des
séries de Fourier

Proposition 21 Contre-ezemple de Fejér
1l existe f € Cor telle que

sup S (£)(0)] = +oc
N>1

En particulier, la suite des Sn(f) diverge en 0.
[ELAM2] p.189-190

Proposition 22 Phénomeéne de Gibbs

Si f est une fonction C! par morceaux et ayant une
discontinuité en xo, disons avec fi(xo) > f—(xo),
alors dans tout voisinage de xqy les sommets par-
tielles Sy (f) ont un mazimum qui dépasse fy(xo)
d’environ 10% du saut fy(xzo) — f—(z0). [HUBI1]
p-98
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2.2 Convergence L[?> [ELAMZ2] p.193-
194

Théoréme 23 Formule de Parseval
Si f e L3, alors

1) (Sn(f)) converge vers f en moyenne quadra-
tique :
lim {flon(f) = fll2 =0,
—+o0
(i.e.)
+oo
f= Z cn(f)en dans L3,

2) On a la formule de Parseval
+oo
15 => lea()I?
n=-—oo

Remarque 24 En coefficients de Fourier réels, la
formule de Parseval devient

2

3= %Z (lan ()P +1ba(F)P)

2.3 Convergence normale [ELAMZ2]
p-195

Théoréme 25 Si f est dans Cor et C' par mor-
ceaux, alors la série converge normalement sur R,

et on a
+oo

Z C’ﬂ(f)en

n=-—oo

f=

2.4 Convergence en moyenne de

Cesaro [ELAMZ2] p.190 — 192

Théoréme 26 & Théoréme de Féjer &
SN(f), on a

En notant on(f) = ]{, 0
1) Si f € Car, alors

lon (o < I floor et
i lon(f) ~ flle =0
2)Si felLb ,pel0,+oof, alors
Hon (Dl < 1F1lps et

pr:O

NE}EOOHUN(f) -

Théoréme 27 (1) Si f et g sont dans Con et si,
pour tout n € Z, on a c,(f) = cn(g), alors f =g
partout sur R.

(2) Si f et g sont dans Li_ et si, pour tout n € Z,
on a c,(f) = cn(g), alors f = g dans L}

2.5 Convergence ponctuelle [ELAM?2]
p.188 — 190, p.196

Proposition 28 Soient f € Li_ et zg € R. Alors
lim S, (f)(xo) = s si et seulement si, pour un
n—-+oo

§ €]0,27], on a

6(f(l’o+t>+f($o—t)
; 2

lim
n—-+oo

- s> Dy (t)dt =0

Proposition 29 Test de Dini
Soit f € L. Si pour un § €]0,2n], c € C et zg € R,

on a
/
0

fleo+t)+ f(xzo—t) — 25

; dt < +00

alors

lim S, (f)(zo

n—-+oo

)=s

Théoréme 30 1) Si f € Cor et xg € R. Alors

(NEIEOOSW )(20) = l) = (f(z0) = 1)

2) Si f € Car et si (Sn(f))n converge simplement
dans R, alors pour tout r € R,

—+oo

Z Cn(f)en(x)

n=—oo

fx) =

Théoréme 31 Théoréme de Dirichlet
Soient f € Li_ et xg € R. On suppose que

(1)
flag) = lim f(x) et f(zg) = lim f(x)

fL’*)fEO I*)IO

existent,

()

existent.

Alors

lim Sy (f)(x0) =

N—+o0 2

3 Applications

3.1 Calcul de séries numériques

Application 32

R | 72 =1 4
22T witwm
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3.2 Equations différentielles [FGNan4] sont de la forme

p.85-86

y(x) = asinz + beosz + f(x)

Application 33 Résolution d’une équation
différentielle par série de Fourier avec a,b € R et
Les solutions de I’équation différentielle

g 4 +Z cos(2nx)
y" +y = |sinz| S om A (dn? 1)
Mohamed NASSIRI @ Page 5 www.coquillagesetpoincare.fr
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Questions

Exercice : Montrer que deux fonctions continues qui ont les mémes coefficients de Fourier sont égales.

Solution : Soient f et g deux fonctions continues ayant les mémes coefficients de Fourier. Par suite, les
coefficients de Fourier de la fonction f — g sont nuls. Par le théoréme de Parseval, on en déduit que

+oo , ) . 2
OZ,L:Z_W'Ml =Hf—g||2:/0 £(t) — g(t)]*dt

=0

Or, comme la fonction |f — g|? est continue, positive, et d’intégrale nulle sur [0,27], on en déduit que la
fonction est identiquement nulle et donc que f = g.

Exercice : Soit f € Ca:(R, C). Montrer 1’équivalence suivante :

f est de classe C®° & VE €N, on a c,(f) = o(1/n*) quand |n| — +oo

Solution : = : On suppose que f est de classe C*°.
Par intégrations par parties successives, on a

Par suite,
n*ea(F)] = lea(F M)
|n]—+4o0
(car on rappelle que, pour f € Cor(R,C), (¢, (f)) tend vers 0 lorsque |n| — 400, qui est une conséquence
du théoréme de Parseval : la série Y |c,(f)|? converge, son terme général tend donc vers 0.)
On a donc bien
cn(f) = o(1/n*) quand |n| — 400

< : On suppose que Vk € N, on a ¢, (f) = o(1/n*) quand |n| — +oc et on considére S(z) = Y, o cn(f)e™™.
Comme pour tout k € N, ¢,(f) = o(1/n*) quand |n| — +o0, on en déduit qu'il existe une constante
a > 0 telle que ¢, (f) < In\;ﬁ et ainsi, pour tout n € Z,

(07

inx <
|Cn(f)€ |— |TL‘2+1

Le membre de droite de I'inégalité précédente est le terme général d’une série convergente. Ainsi, S est
définie et continue sur R. Par ailleurs, avec ce qui précéde,

n)ren(D)l = lenlS O] < 1oy

pour une certaine constante 3y, (car n*+2¢,(f) — 0). Par conséquent, toutes les séries dérivées de S
[n|—+o00

convergent normalement sur R, et donc que S est une fonction C'*° sur R.

Par suite, S est somme d’une série trigonométrique qui converge normalement, (donc uniformément) et
ainsi ses coefficients de Fourier sont les coefficients de la série trigonométrique (i.€) ¢, (S) = ¢, (f) Vn € Z.
Or, deux fonctions continues qui ont les mémes coefficients de Fourier sont égales, et donc S = f qui est
par conséquent C°.
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Exercice : Inégalité de ertlnger
Soit f € C3 (R, C) telle que f t)dt = 0. Montrer que

2m 2m
/ |f(t)[Pdt < / |F/(t)dt.
0 0

Quand a-t-on égalité?

Solution : Bien évidemment, c’est la formule de Parseval ici qui va nous étre utile.
En reprenant les données de ’énoncé, on a co(f) = 0 et, comme f € C3 (R, C), on a également ¢, (f') =
inc, (f). Par conséquent, la formule de Parseval donne

27 +o0 27 )
IR S IS S wtlelNE= S leals) AR

n=-—oo n=-—oo n=—oo

n#£0 n#£0 n#£0
Cas d’égalité : Il y a égalité si et seulement si 'inégalité ci-dessus est une égalité (i.e.)
Ve Z*, len(f)IP =n’lea(F)I? & calf) =0, Vin| =2

De plus, comme f € Ci (R, C), elle coincide partout avec sa série de Fourier et donc, en résumé, il y a
égalité si et seulement si ' _
Ve €R, f(z) = ae™ + e, avec o, € C
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