Equations différentielles X' = f(¢, X). Exemples d’étude des
solutions en dimension 1 et 2.
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On se rappelle tous de ce probléme élémentaire de la chute d’un corps de masse m sans vitesse initiale,
sans frottement et donc soumis qu’a son poids.

Le principe fondamental de la mécanique nous 7
donne la relation
?zm?zm? = a(t):g 0 0

Puis, on obtient, en intégrant successivement

vt) =gt = m(@:%gﬁ P P

L’étude se complique si I'on considére les frotte-
ments ...

Il nous faut donc une théorie plus robuste pour étudier des cas plus généraux d’équations différentielles.

Comme point de départ, on considére U un ouvert de R x R™ et f : i/ — R™ une application continue.
Une équation différentielle est une équation de la forme

y'(t) = f(ty(t)

A un équation différentielle, on ajoute souvent une condition initiale. On parle ainsi de probleme de
Cauchy :

{y'(t) = f(t,y(1))

y(to) = vo

Un premier théoréme tombe : le théoréme de Cauchy-Lipschitz local. En demandant "seulement"

a f d’étre localement lipschitzienne en la seconde variable, ce théoréme nous fournit déja un résultat
remarquable d’existence et d’unicité (local donc) de solutions. Géométriquement, ce théoréme signifie
que des courbes intégrales distinctes ne peuvent se couper.

La seule continuité ne suffit pas comme le mon- )
trer I’exemple académique suivant : Y(2)
Pour le probléme de Cauchy 3 = 3|y|*/3 avec
y(0) = 0, on trouve deux solutions

yay =0 et yp) = t3, Vi eR )

Ces solutions se coupent puisque la fonction 0
f:RxR—R"
(t,y) = f(t,y) = 3y|*?

n’est pas localement lipschitzienne en tout point
(to,0) € R x {0}.

L’étude des équations différentielles du type X’ = f(¢, X) n’est pas superflue. Bien au contraire!
Toute équation différentielle sur R™ d’ordre p du type

Y® = A, ()Y PD 4 Ag()Y + B(t) (L)



ot Ap_1y, ..., Ag sont des fonctions continues de I dans M,(R) et B : I — R™ une fonction continue

quelconque, se raméne & une équation du type X’ =

f(t, X).

Malheureusement, il n’y a en général pas de méthode pour résoudre X’ = f(¢, X) (méme pour des

équations y' = A(t)y en dimension n > 2). On n’a cependant quelques recettes :

équations a variables

séparées, de Bernoulli, de Ricatti, etc. Mais, concernant les solutions particuliéres, il est toujours possible
d’en trouver quand on connait I’ensemble des solutions de ’équation homogéne : c’est la méthode de la

variation de la constante.

Un type d’équations différentielles méritent également notre attention :

les équations différentielles

dites autonomes (i.e.) X' = f(X). On peut en faire une étude qualitative détaillée du portrait de phase,
notamment en dimension 2 seulement grace a ’étude de la matrice A du systéme différentielle

()~ ¢ 960)
—_——

=A

Pour des systémes différentiels plus compliqués, il faut une étude détaillée au cas par cas. L’'un des
plus connus est sans doute le modéle de Lotka-Voltera.
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Développements
Théoréme de Cauchy-Lipschitz local
Résolution de I’équation de Bessel

1 Généralités

1.1 Définitions. Solutions maximales
et globales [DEM] p.115 — 121

Définition 1 Soient U un ouvert de R x R™ et
f:U — R™ une application continue.

Une solution de (E) sur un intervalle I C R est une
fonction dérivable y : I — R™ telle que

(i) vtel, (t,y(t)) el

(ii) Ve € I, 4/ (1) = f(t,y(1))-

Définition 2 FEtant donné un point (to,y0) € U, le
probléme de Cauchy consiste & trouver une solution
y: I = R™ de (E) sur un intervalle I contenant to
dans son intérieur, telle que y(to) = yo-

Définition 3 Soient y I - R" g I -
R™ des solutions de (E). On dit que § est un
prolongement de y si I C I et g1 =y

On dit qu’une solution y : I — R™ est mazimale
si y n‘admet pas de prolongement y : I = R" aqvec
I1C1I

Théoréme 4 Toute solution y se prolonge en une
solution mazximale § (pas nécessairement unique).

Définition 5 On suppose ici que ouvert U est de
la formeU = J xU' ou J est un intervalle de R et

U’ un ouvert de R™.
Une solution globale est une solution définie sur
Uintervalle J tout entier.

Remarque 6 Toute solution globale est mazimale,
mais la réciproque est fausse.

Y
Uu
Y
ul
Y2
T [
0 ! J t t

Sur le schéma, yc1) est globale alors que y(2y est
mazimale mais non globale.

Théoréme 7 Si f : U C RxR™ — R” est de classe

Ck, toute solution de (E) y' = f(t,y) est de classe
Ck+1,
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1.2 Lemme de Gronwall et applica-
tions [GOUan]| p.377 — 379

Proposition 8 Lemme de Gronwall
Soient @, et y trois fonctions continues sur un seg-
ment [a,b], & valeurs positives et vérifiant l’inégalité

Vi € [a, b, y(t) < olt) + / B(s)y(s)ds

Alors ¥t € [a, b],

o0 <0+ [ ettt ([ vian) a

Corollaire 9 Soient ¥ et y trois fonctions conti-
nues sur un segment [a,b], a valeurs positives telles
que

Je >0, Vt € [a,b], y(t) < c+/ P(s)y(s)ds

Alors Vt € [a, b],

y(t) < cexp (/atqp(s)ds>

Corollaire 10 Soit y : [a,b] — R™ une fonction de
classe C vérifiant

Ja >0, IB>0, Vt € [a,0], [|y'(t)]| < B+ allyt)]]
Alors

B

vt € a, 8], [ly@] < [ly(@)][e™= + = et —1)

Corollaire 11 Soit ¢ : Ry — R une fonction
de classe C', strictement positive et croissante.
Alors toutes les solutions de l’équation différentielle
y" + q(t)y = 0 sont bornées sur R.

1.3 Théoréme d’existence des solu-
tions [DEM] p.121 — 121

Proposition 12 Une fonction y : I — R™ est une
solution du probléme de Cauchy de données initiales
(to,yo) si et seulement si
(i) y est continue et Vt € I, (t,y(t)) € U,
(i) ¥t € I,
t

fu,y(u))du
to
Définition 13 On dit que C est un cylindre de
sécurité pour léquation (E) si toute solution y :
I — R"™ du probléme de Cauchy y(to) = yo avec
I C [to — T,to + T) reste contenue dans B(yo,70),
ot le cylindre Co = [to — T,to +T] x B(yo,70) CU.

y(t) = yo +

Proposition 14 Pour que C soit un cylindre de
sécurité, il suffit de prendre

) T
T < min (TO, M())

ou sup |[[f(t,y)]]-

(t,y)€Co

Définition 15 On dit qu’une fonction f

U ¢ RxR* = R" (t,y) — f(t,y) est
localement lipschitzienne en y si pour tout (to, yo) €
U, il existe un cylindre Cy = [tog — Tty + T] X

B(yo,r0) C U et une constante k = k(to,yo) > 0
tels que V(tayl)v (ta y2) € CO;

LF @ y1) = f(ty2)ll < Kllyr — w2l

Théoréme 16 & Théoréeme de Cauchy-Lipschitz
local &

Sif: U CRxR" — R™ est localement lipschit-
zienne en y, alors pour tout cylindre de sécurité
C =[to—T,to+T)x B(yo,r0), le probleme de Cau-
chy avec condition initiale (to,yo) admet une unique
solution exacte y : [to — T, to +T) — U.

Théoréme 17 Soient y(1),y2) : I — R" deuz so-
lutions de (E), avec f localement lipschitzienne en
Y. Si Yy et Yy coincident en un point de I, alors
Y1) = Yoy sur I tout entier.

Corollaire 18 Unicité globale

Si f est localement lipschitzienne en y sur U, pour
tout point (to,yo) € U, il passe une solution maxi-
male y: I — R™ et une seule.

Remarque 19 Le théoréeme d’unicité signifie géo-
métriquement que des courbes intégrales distinctes
ne peuvent se couper.

Exemple 20 Pour le probleme de Cauchy y =
3ly|*/? avec y(0) = 0, on trouve deuz solutions

yay =0 et yo) = t3VteR
Ces solutions se coupent puisque la fonction

FiRXR—R"
(t,y) = f(t,y) = 3ly[**

n’est pas localement lipschitzienne en tout point
(to,0) € R x {0}.

Y2)

Y
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Théoréme 21 Condition suffisante d’existence

de solutions globales

Soit f : U — R™ une application continue sur un
ouvert produit U = J x R™, o J C R est un inter-
valle ouvert. On suppose qu’il existe une fonction
continue k : J — R telle que pour tout t € J fizé,
Uapplication y — f(t,y) soit lipschitzienne de rap-
port k(t) sur R™.

Alors toute solution maximale de ’équation y =
f(t,y) est globale.

Théoréme 22 Théoréme des bouts :

Soient I =|a,b] un intervalle ouvert de R, U un
ouverte de R, et f : I x U — R™ une fonction
continue et localement lipschitzienne en la seconde
variable. Soit y :]a, B[— R™ une solution mazimale
de y' = f(t’y)'

Alors si B < b (resp. si a < a), pour tout compact
K C U, il existe un voisinage V de B (resp. de o)
dans |a, B] tel que y(t) ¢ K pour toutt € V.

Remarque 23 Ainsi le théoréme des bouts ex-
plique que l’on peut avoir les deux situations sui-
vantes swivant l'ovvert U :

- SilU est borné, y(t) tend vers le bord de U

- Sil est non borné, y(t) tend vers le bord de U ou
y(t) part a Uinfini en temps fini (i.e.) |ly(t)]| —

+00.
Voir Figure a et Figure b

2 Reésolution d’équations diffé-
rentielles
2.1 Equations différentielles et séries
entiéres

Application 24 Soit f la fonction définie sur R
par

xT
Ve e R, f(x)= e‘”2/ e dt
0

Alors f est lunique solution sur tout intervalle
] —a,af o a €]0,+00] du systeme différentiel

y —2zy =1
y(0) =0

De plus, on a

X gpplp2rtl

vz € R, f(gc):e‘”2/0 e_tzdtzzm

p=0
[DTZ] p.334 — 336

Application 25 & Résolution de l’équation de
Bessel &

1l existe une unique solution a I’équation de Bessel

vy +y +ay=0 (E)

développable en série entiére en 0 et valant 1 en 0.
C’est

n

- (_1 2n
fol@) = ;) 4"(n)!)2x

On déduit également

folz) = 71T/07T cos(zsin(0))do

[FGNan4 | p.101

2.2 Méthode de tir [HUB2] p.108 —
111

Méthode 26 Soient f € C(]0,1[) et ¢ € C(]0,1])
une fonction a valeurs positives. On considere le
probleme

" {—u”(m) +g(@)u(z) = f(z), € 0,1]
w(0)=u(l) =0

La méthode de tir consiste a remplacer le probléme
(1) par le probléme de Cauchy suivant

—u"(z) + q(z)u(z) = f(z), =e€[0,1]
u(0) =0
u'(0) =k

est de montrer qu’il existe une valeur de u'(0) = k
tel que u(1) = 0.
Cette méthode est spécifique a la dimension 1.

Remarque 27 On va supposer que la fonction q
est constante.

Théoréme 28 Soient f € C(]0,1]) et ¢ > 0. Le
probleme (1) admet une et une seule solution don-
née par

u(@) = - / w / ' f)dydt + o / 1 / ' fly)dyat

st1q=0
ulz) = \}a / "sinh((y — 1)y (v)dy

_M 1sin —
sinh(\/z])/o h((y = 1)va)f(y)dy

stq>0

2.3 Le cas linéaire [GOUan] p.357 —
361

Théoréme 29 Soit une équation différentielle li-
néaire

y =A@y +B(t) (L1)
ot A: I = M,(R) et B: 1 — R"™ sont des fonc-
tions continues. Alors pour tout tg € I et pour tout
yo € R”, il existe une unique solution y : I — R"
de (L1) telle que y(to) = yo.
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Théoréme 30 Soit A : I — M, (R) une fonction
continue. L’ensemble Sy des solutions mazximales
de l’équation différentielle linéaire homogéne

y'=Alt)y (H)
est un s.e.v. de dimension n du R-e.v. C*(I,R™).

Corollaire 31 L’ensemble des solutions de I’équa-
tion différentielle linéaire (L1) est un espace affine
de dimension n.

Définition 32 Soient y, ..., y, n solutions de (H).
On appelle wronskien de y1, ..., y, Uapplication

wrsk: I - R
t > det(yy(2), ..., yn(t))

Exemple 33 Le wronskien de deux solutions u et
v d’une équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre 2

y' =pt)y alt)y
est
U

! /
;g =uwv —uv
u v

Proposition 34 (i) Soient y1,...,y, solutions de
(H). Le rang des vecteurs yi(t),...,yn(t) est indé-
pendant de t € I.

(i1) Des solutions y, ..., yn de (H) forment une base
des solutions de (H) si et seulement s’il existe to € T
tel que wrsk((y1(to), ..., yn(to)) # 0, et dans ce cas,
on a wrsk((y1(t), ..., yn(t)) # 0 pour tout t € I

Méthode 35 Résolution de I’équation différentielle
linéaire d’ordre 1

o Les solutions de l’équation homogéne y' = a(t)y

sont proportionnelles a t — e¥*®, ou ¢ est une

primitive de a sur I.

o Méthode de la wvariation de la constante pour

Uéquation y' = a(t)y + b(t) : on cherche des solu-

tions de la forme t — A(t)e¥® | qui nous conduit &

N(t) = b(t)e¥®),

Méthode 36 Résolution d’un systéme linéaire
d’ordre 1

e Il n’y a en général pas de méthode pour résoudre
y' = A(t)y en dimension n > 2.

e FEtant donné yi,...,yn solutions de (H), on wuti-
lise la méthode de la variation de la constante pour
Déquation y' = A(t)y + B(t) : on cherche des so-
lutions de la forme t — >0 | Ni(t)yi(t), qui nous
conduit @

> Xlt)t) = bt

Exemple 37 On suppose connues deuz solutions
linéairement indépendantes u et v de [’équation ho-
mogéne de 'équation différentielle y" = a(t)y +
b(t)y + c(t) qui se réécrit

(5) B <b(0t) a<1t>) <5> i <<0t>>

On cherche des solutions de la forme

AU () + )V (1)

E%(?)) et V(t) = (;’,((’?)). Ains,

t = A()u(t) + p(t)v(t) est solution si et seulement
St

ou Ul(t)

NOUE) +u' OV () = C()

(i.e.)

Nu+pv=0

Nu+p'v=c
Proposition 38 Soit A € M, (R). L’équation dif-
férentielle y' = Ay a ses solutions mazximales défi-
nies sur R, et la solution vérifiant y(0) = yo € R
est

fR—=>R"

t— eAtyo
Théoréme 39 Soit

y P 4 ay®P Y 44 apy =0 (B)

une €équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre p sur R. FEn considérant le polynome
P(X) XP + a1 XP7V + .+ a,X  (appelé
polynéme caractéristique) que l'on factorise sous
la forme P(X) Hle(X —1r;)™i. Les solutions de
(E) sont les applications

k
t Y et Pi(t)
i=1
avec degP; < m;.

Théoréme 40 Soit L € C". Soient A1, ..., \p les
valeurs propres distinctes de f. Pour tout i €
{1,...,k}, on note N; le sous-espace caractéristique
de f associé a la valeur propre \; et on note «; :
dimN;. Ainsi, on a

xp(X) = (=1)"

7

k
(X —\)%

=1

Pour tout s.ev. N de C", pour tout « € N et
pour tout A € C on note Sy o, le.v. des fonctions
R — C, t+ eMP(t); ou P est un polynéme a coef-
ficients dans N de degré strictement inférieur a a.
Si on note S le.v. des solutions de l’équation diffé-
rentielle X' = f(X). Alors

§cC SngOély)\l D...0P SngOéky)\k
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2.4 Quelques recettes [DEM] p.146
— 154

Méthode 41 FEquations a variables séparées

Y = f(t)g(y)

avec f et g des fonctions continues.
En considérant Uouvert U = {(t,y) | g(y) # 0}, on
a

y(t) = GTHF(t) + )

ot F et G sont respectivement des primitives de f et
g, et A e R.

Méthode 42 FEquations de Bernoulli

Y = p(t)y + q(t)y”

avec p et q des fonctions continues et o € R\{1}
En considérant UVouwvert U = {(t,y) | y > 0}, on

pose z =y, et on a
1

l—«

2 =p(t)z +q(t)
qui est une équation linéaire en z.

Méthode 43 FEquations de Ricatti

y' = a(t)y® + b(t)y + c(t)

avec a,b et ¢ des fonctions continues.
En connaissant une solution particulicre de y(1y, on
posey =ya)+z, el on a

2 = (2a(t)yqy (1) + b(1)z + alt)z

qut est une équation de Bernoulli avec o = 2.

2.5 Approche numérique : méthode
d’Euler-Cauchy [GOUan]| p.388

Théoréme 44 Soient T > 0, I = [0,T], et f :
I x R™ — R™ une fonction de classe C*. On sup-
pose qu’il existe L > 0 telle que

Vt € IVa,y eR™, [[f(t,x) — f(t,y)l| < Lllz -yl

Soity : I — R™ une solution de l’équation différen-
tielle

yl = f(tvy)

Soit N € N* h = T/N et pour tout n €
{0,1,..., N}, t,, = nh. On définit yo,y1,....,yn par
récurrence par

Yo = y(O) et Ynt1 = Yn + hf(tnvyn)
Alors, ¥n € {0,1,..., N},

Lt,,

Mh
n|| = ty) — < —
lenll := [ly(tn) = yall < e

ot M = sup||y” (#)]|
tel

3 Etude qualitative des sys-
témes autonomes

3.1 Champ de vecteurs et points
d’équilibre [DEM] p.272 — 278

Définition 45 Soient U un ouvert de R™ et f :
U — R"™ une application continue. On appelle
champ de vecteurs dans U toute application de la
forme

z— f(x), x€lU

ou f est une fonction continue sur U.
On appelle systéme autonome associé au champ de
vecteurs [ le systéme différentiel

dz(t)
dt

= f(z(t))

Exemple 46 o f (;) = (;) Voir Figure2

z\ _ [(—y g
o f (y) = ( . ) Voir Figure3

Définition 47 Soient U un ouvert de R™ et f :
U — R™ une application continue. Un point g € U
est dit d’équilibre ou critique si f(xo) = 0.

3.2 Stabilité des solutions [DEM]
p.265 — 268

Exemple 48 Considérons I’équation différentielle
logistique

2'(t) = f(x(t) = () (1 — z(t))

On vérifie facilement que
1
x(t) =

e

Notons |Trin, Traz| Uintervalle de temps mazimal
sur lequel x est défini.

f<0 f>0 f<0

0 1

o Six(to) <0, alors

Tnaz < +00, Thin = —00, et lim z(t) =0

t——o0
o Sixz(ty) > 1, alors

Tmam = +OO, Tmzn > —00, et lim iC(t) =1
t——+oo

o S5i0<x(ty) <1, alors

Tmaw = +o0, Tmzn = —o00, et

[HUB2] p.62
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Définition 49 On considére le probléme

y'(t) = f(t,y(t))
) {Z/(to) ~

On suppose que la solution de ce probléme existe sur
[to, +00].

Soit y(t,z) la solution mazimale de (E) tel que
y(to, z) = z. On dira que la solution y(to, z) = z est
stable s’il existe une boule B(zo,r) et une constante
C > 0 telles que

(i) V2 € B(zo,7), t — y(t,z) est définie sur
[to, +OO[

(i) Vz € B(z,7) ett > tg, on a

ly(t, z) — y(t, z0)|| < C|lz — 20|

On dira que la solution y(tg,z) = =z est

asymptotiquement stable si elle est stable si la

condition (ii") (plus forte que la condition (ii)) est

vérifiée :

(ii’) il existe une boule B(zo,r) et une fonction

v & [to,+oo[— Ry continue avec lim ~(t) = 0
t——+oo

telles que pour tout z € B(z,7) et t > to, on ait
[y (¢, 2) = y(t, 20)l] < v()]]z — 2ol
Voir Figurel4
Théoréme 50 On considére le probléeme
Y' =AY, avecY € C", A€ M,,(C)

Soient A1, ..., A les valeurs propres complexes de la
matrice A. Alors les solutions du systéme linéaire
Y’ = AY sont :

- asymptotiquement stables si et seulement si
Re(Aj) <0Vjel,..,m.

- stables si et seulement si Vj € 1,...,m ou bien
Re(Aj) < 0, ou bien Re(A;) = 0 et le bloc corres-
pondant est diagonalisable.

Théoréme 51 (admis)
On considére le probléeme

Y/ =AY +¢4(t,Y) (1)

avecY € C™, A e M,,(C) et g:t — [to, +ool.
Soient A1, ..., A\ les valeurs propres complezes de la

matrice A telles que Re(X;) <0Vjel, .., m.

(i) s’il existe une fonction k : [to, +oo[— Ry conti-
nue telle que tligl k(t) = 0 et YVt € [to,+00],
— 400

VY1, Y, e K™,
lg(t, Y1) — g(t, Y2)|| < k()[|[Y1 — 2|

alors toute solution de () est asymptotiquement
stable.

(17) si g(t,0) = 0 et s’il existe 1o > 0 et une fonc-
tion k : [0,79] = Ry continue telle que }%k(r) =0

et Vt € [tg, +oo|, VY1, Ys € B(0,7),
llg(t, Y1) — g(t, Y2)|| < k(r)[|[Y1 — Yz

pour t < 1o, alors il existe une boule B(0,r;) C
B(0,70) telle que toute solution Y (t, Zy) de valeur
initiale Zy € B(0,r1) est asymptotiquement stable.

Proposition 52 Cas d’un champ linéaire en
dimension 2 :

' (t) = ax + by
y'(t) = cx +dy

Voir Tableaul
3.3 Modéle de Lotka-Voltera
[ML3an| p.786-787

Définition 53 On souhaite suivre Ueffectif de deuz
populations x(t) (les proies) et y(t) (les prédateurs).
Le systéeme proposé est alors le suivant :

' (t) = ax(t) — cx(t)y(t)
y'(t) = —by(t) + dx(t)y(t)

Proposition 54 Soit H : R> — R définie pour
tout x,y > 0 par

H(z,y) = dz — blnz + cy — alny
Alors H est une intégrale premiére pour le systéme
(1), (i.e.) si(z(t),y(t)) est solution de (1) sur[0,T),
alors

Vi <T, H(z(t),y(t)) = cste

Illustration 55 Voir Figurel5 et Figurel6
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Illustrations

to — 1o t tO—Tt() to+T to — To t

Figure 1 : C est un cylindre de sécurité mais pas Cy.

y(b)

U est borné U est non borné

Figure a et b : Illustrations des deux situations du théoréme des bouts

N7 /TN

N
VRN

VRN N

Figure 2 : Champ de vecteurs 7 (;) = <"Z) Figure 3 : Champ de vecteurs 7 <Z)

Il
/T
Hlﬁ
N———
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_ Z(()aJriﬁ)t

Sp(A) = {)\1, )\2}, A1 7é A Solutions 0< A< A\ A <A1 <0 | A< O0< A
()\1 0 ) { N J:Oe Figure 4 Figure 5 Figure 6
0 A y(t) = yoe?
Sp(A) = {A}
A diagonalisable Solutlons A>0 A<O0
A0 N woe Figure 7 Figure 8
0 A y(t) = yoe™
Sp(4) = {A}
A non diagonalisable Solutions A>0 A<O0
o oA
<>\ O> #(t) = woe N Figure 9 Figure 10
0 A y(t) = (yo + zot)e
Sp(4) ={a+iB,a —i8} Solutions a>0 a<0 a=0
_ t) =x(t Ly (t
<O‘ 5) 2lt) = () + iy (t) Figure 11 | Figure 12 | Figure 13
f o« z(t)

Tableau 1 : Zoologie des courbes intégrales pour un champ linéaire de vecteurs.

Figure 4 : Noeud impropre instable

Nz

NN

1

Figure 6 : Point col

Figure 8 : Noeud propre instable

!
1

Figure 10 : Noeud exceptionnel stable

Figure 5 : Noeud impropre stable

—_

Figure 7 : Noeud propre stable

-

A

Figure 9 : Noeud exceptionnel instable

/

)

=

4

Figure 11 : Foyer stable
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AN

e E
&)

(a

NG

: Foyer instable

Figure 12

solution instable

solution stable

solution asymptotiquement stable

to

20

20

20

Figure 14 : Illustrations des différentes notions de stabilité
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Figure 16 : Quantité de proies et prédateurs en

Figure 15 : Champ de vecteurs et quelques courbes

fonction du temps

intégrales pour Lotka-Volterra
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Questions

Exercice : 1) Considérons
y® +ay®? Y 4. +a,=0 (E)
une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre p sur R et son polynéme caractéristique P(X) =
XP +a; XP~1 + ... + a, que P'on factorise sous la forme P(X) = Hle(X — )™
Montrer que les solutions de (E) sont les applications

k
t Y et Pi(t)
=1

avec degP; < m,;.
2)a) Soit L € C™. Soient A1, ..., A les valeurs propres distinctes de f. Pour tout i € {1, ..., k}, on note N;
le sous-espace caractéristique de f associé & la valeur propre A; et on note a; := dimN;. Ainsi, on a

xp(X) = (=D)" (X =)™

k
=1

7

Pour tout s.e.v. N de C", pour tout o € N et pour tout A € C on note Sy,q,» 'e.v. des fonctions
R — C, t+ e MP(t); ot P est un polynéme a coefficients dans N de degré strictement inférieur a a.
Si on note S l'e.v. des solutions de 'équation différentielle X’ = f(X). Alors

S - SNl,ah)\l D...D SNk7ak7)\k

b) Quand a-t-on égalité ?

Solution : 1) On note P;(X) = (X — ;)™ et Sp l'espace des solutions de I'équation différentielle
P(D)(y) =0, ou
P(D)(y) =y + ary®V + ... + ayy

ou D est l'opérateur de dérivation.
e Montrons que
Sp=S8p, @ ... @SPk

On rappelle que 'opérateur de dérivation est

D: C®(R,C) — C=(R,C)

u—u

Ainsi dire que y est solution de (E) est équivalent a dire que P(D)(y) =0 (i.e.) y € KerP(D).
D’aprés le lemme des noyaux, on a

KerP(D) = KerP,...P,(D) = KerP (D) @ ... ® Ker P, (D)

(i.e.)
Sp = SPl D ... @Spk
Ainsi, il nous suffit seulement de décrire chaque Sp, ou P;(X) = (X — r;)™.
e Montrons par récurrence sur n € N que les fonctions t — e F'(t) ot F' est un polyndéme complexe de de-

gré strictement inférieur & n sont solutions de I’équation différentielle P, (D)(y) = 0, o P, (X) = (X —r)".
-Pour n=1,0ona P (X)= (X —r). Ainsi,

Pi(D)(y)=0 & y' —ry=0

Les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme ¢ — Ae™, A € R.
- Supposons le résultat vraie au rang n et montrons la au rang n 4+ 1. En remarquant que

Poii(D)(y) = (y — )" = ((y = r))") = Pu(D)[P(D)(y)]
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cela implique P;(D)(y) est de la forme ¢ — €™ F(t) ot F est un polynéme complexe de degré strictement
inférieur & n (par hypothése de récurrence). Or ’équation

y —ry=e"F(t) & (ye ) =F()

Ce qui équivaut a dire que y = €™ G(t) out G est une primitive de F et donc deg(G) est un polynéme
complexe de degré strictement inférieur a n + 1.

e Comme, on a Sp = Sp, @ ... ® Sp, et que chaque Sp, est le s.e.v. des fonctions t +— e"'F;(t) on
F; est un polynéme complexe de degré strictement inférieur & m;. Donc Sp est ’ensemble des fonctions
t s e () + ... + €™ Fy (1), on, pour tout i € {1,...,k}, F; est un polyndéme complexe de degré stric-
tement inférieur a m;.

2)a)

Rappels :

(7) Pour tout 4, N; est stable par f.

(1)) Ona C* = N1 & ... ® Ny

Ch’tite démonstration :

(i) Soit € N;, montrons que f(x) € N;.

(f = Mld)* (f(2)) = fo (f = Add)* (z) =0

(27) 11 s’agit du lemme des noyaux et comme xf(f) = 0, on a donc Vo € C", x¢(f)(x) = 0 et ainsi
Kerxs(f) =C™.

]

Pour tout 4, on peut donc poser f; = f|n, qui est un endomorphisme de N;, et on peut poser n; :=
fi = Aild)n, qui est un endomorphisme nilpotent (puis que nf* = (f; — \iId|n,)* = (f — AiId)ﬁ\‘}i =0

Soit y une solution de I'équation différentielle X’ = f(X). Pour tout ¢, posons m; 1 projection sur N;
parallélement & @;4;N; et y; = m(y). Ainsi, on a

Yy=1u1 —+ ...+ Yk
i = fi(ya), Vie{l,..k}

11 nous suffit donc de montrer que Vi € {1,...,k}, y; € SN, a;,1;- En posant z; = e Mty on a
! —Nit, | __ — it _ _
zi=—Nizi +e iy = =Nz +em  filys) = —Nizi + fi(zi) = ni(z)

Puis, comme v; est de classe C™ (grace a la relation z; = n;(z;)), on en déduit, par récurrence immeédiate,
que
r _ (..
z, ) =mnj(z), VreN

Comme n;" = 0, on a donc ziai) = 0 et ainsi que z; = e M'y; est un polynéme complexe de degré

strictement inférieur & oy, et donc que y; = e itz € SNy ai A
On a donc montrer que

i

S CSnann F o+ SN oA
La somme étant directe d’aprés les Rappels, on a bien le résultat.
b) Etudions le cas d’égalité. Comme nous avons déja une inclusion, il y aura égalité si et seulement
les dimensions sont égales (i.e.)

k
dimS = Z dimSN,;,ai,)\i

i=1
k k k
Zai =n= ZaidimNi = Za?
i=1 i=1 i=1

Ainsi, on a égalité si et seulement si Zle o = Zle a? et donc si et seulement si o; = pour tout i ou
encore que les valeurs propres de f sont toutes distinctes (ce qui impose k = n également).
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Exercice : Lemme de Gronwall
1) Soient ¢, v et y trois fonctions continues sur un segment [a, b], & valeurs positives et vérifiant I'inégalité

vt [a,b], y(t) < o(t) + / Y(s)y(s)ds (1)

Montrer que V¢ € [a, b],
t

w0 <o)+ [ st [ t s(u)au) as

a

2) Application : Soit ¢ : Ry — R une fonction de classe O, strictement positive et croissante. Montrer
que toutes les solutions de ’équation différentielle " + q(¢)y = 0 sont bornées sur R

Solution : 1) Posons t
P = [ wisus)as
En multipliant ({) par ¢(t), on obtient
Vt € [a,b], F'(t) —()F(t) < ()(t)
Inégalité que 'on peut encore écrire

e ot 6'0) < ottt (— [ wo)as) avee 60 = e (- [ to1as)
Fn remarquant que G(a) = F(a) = 0, on a, en intégrant la derniére inégalite
welod, 60 < [ e (- [vwaw)as
Or, d'apres (1)
vee bl olt) < olt) + [ py(e)s
= ott)+ Gty [ w(s)as)
< o0+ [ oo (/ t Bludu) ds

(1) a

2) Grace a cette application, on remarque l'importance du lemme de Gronwall. En effet, on n’a pas
besoin d’une énorme théorie ou étude I’équation différentielle pour obtenir des informations sur les so-
lutions. Pour appliquer le lemme de Gronwall, nous devons donc faire apparaitre une inégalité du type (7).

Soit y une solution de I’équation différentielle sur R;. On a donc

Y +alt)y=0 < 2y'y" +2q(t)yy’ =0
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Puis en intégrant cette derniére égalité entre O et ¢, on a
W Re 02 -0 +2 [ alo)ulo) (o) =0
(en fait, on a y'(t)* — y/'(0)* + 2/t q(s)y(s)y'(s)ds = k, avec k constante. En faisant ¢t = 0,0on a k = 0)
0
Sy (1) —y'(0)* + [a(s)y*(s)]o — /Ot q'(s)y*(s)ds =0
<y (1) —y'(0)* + [a(s)y* ()]s — /Ot ¢'(s)y*(s)ds = 0

Sy () +q(t)y’(t) = K + /O ¢ (s)y*(s)ds avec K =y/'(0)* + q(0)y*(0)

Par suite,

7'(s)
q(s)
Cas particulier et intéressant du lemme de Gronwall : Soient v et y deux fonctions continues
sur un segment [a, b], & valeurs positives et vérifiant

vteRy, qt)yi(t) <K+ / a(s)y(s)ds

>0, Ve [ab], ylt) <ct / W(s)y(s)ds (1)

t
v < cen ([ vias)
Démonstration :

Il s’agit évidemment du cas particulier ou ¢ est la fonction constante égale a ¢. On a donc, Vt € [a, b],

Alors Vt € [a, b],

s=t

y(t) < c+ /: cib(s)exp (/t w(u)du) ds=c—c [exp (/t z/1(u)du> ds] _—eew (/:w(s)ds>

O

On applique donc le cas particulier du lemme de Gronwall & la fonction gy?, et on en déduit donc

- (s) ) (t)
q/Sds :th

q(s) q(0)

t
VieRy, qt)y(t) < Kexp ( /
0

Par suite, y%(t) < K/q(0) Vt € R,. D’ott le résultat.

Exercice : Méthode d’Euler-Cauchy
Soient 7' > 0, I = [0,7T], et f: I x R™ — R™ une fonction de classe C''. On suppose qu'il existe L > 0

telle que

Soit y : I — R™ une solution de ’équation différentielle
"= f(t7 y)
Soit N € N*, h = T/N et pour tout n € {0,1,..., N}, t,, = nh. On définit yo, y1, ..., yny par récurrence par

Yo =y(0) et yni1=yn +hf(tn,yn)
Montrer que, Vn € {0,1,...,N},

Ltnavec M = sup||y”(t)]|

Mh
llenl| == lly(tn) — ynll < ie
tel
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Solution : Voici une illustration de ce que nous en sommes en train de faire.

Yy
y(thrl)
en
Yn+1
Y(tn) = Yn
tn tn+1 t
h
Posons €, := y(tn+1) — y(tn) — hy'(t,). On a donc
llenll = [ly(tni1) — y(tn) — hy' ()|
tn+1
|| oo - vanal
tn
tnit
< [y o - v
tn
tn41 Mh2

< M(t —t,)dt =

tn

2
Par suite,

lent1 — enll = [ly(tns1) — y(tn) = (Yns1 — yn)l|
= |len + hy/(tn) = hf(tn, yn)ll
= llen + h(f (tn, y(tn)) — f(tn, yn))ll
< lleall + AII(f s y(tn)) — £t yn))]]
< llenll + ALy (tn) — ynl|
= |lenll + AL|en]|

On en déduit donc
llent1l| < (L + hL)||en]| + |lenl|

Or, comme
LHhL < et lenl] < Mzhz
on obtient ainsi )
lenrall < &"lea + 25"
Puis par récurrence immeédiate sur n, on a
leall < €™ eal] + (14 bt + .+ =Dty M

Mais puisque eg = 0, on a

Mh? e —1Mh2 _ ehEMB2 | Mh
= < — el 22

< (14 €L 4 4 emDAL
llenll < (L +e™ 4. +e )= L1 2 = WL 2 2L
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