Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et
applications.
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INTRO

Mais également du coté de I’analyse complexe, on a le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral.
Un trés bon exemple qui utilise ces théorémes est la fonction Gamma d’Euler. Dans le cas complexe, on

obtient, pour z € C tel que Rez > 0, que la fonction

+oo
I':z2— / e P At
0

est holomorphe dans C; = {z € C | Rez > 0}

Toujours, du co6té de I’analyse complexe, on a comme résultat le théoréeme des résidus qui nous permet
de calculer I'intégral d’une fonction seulement & partir des résidus de la fonction. On donne I'exemple de

I’intégrale
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- d6=—
/0 cosf — 2
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qui, sans la méthode des résidus, est un calvaire & calculer ...
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Développements
Prolongement de I' sur C\{—N}
Principe des zéros isolés

0 Rappels sur les séries en-
tiéres et les fonctions analy-
tiques

Définition 1 On appelle série entiére de variable
complexe, toute série de fonctions de la forme

g anz"

neN

ot z est une variable complexe et (ap)nen est une
suite & valeurs dans C. [GOUan] p.236

Proposition 2 Lemme d’Abel
Soit ZneN anz™ une série entiére et zg € C tel que
la suite (anzl)nen soit bornée. Alors

(i) Vz € C, |2| < |z0|, la série ), cyan2"
lument convergente ;

(i) ¥r > 0, 0 < r < |20, la série Y, . anz"

est abso-

est

normalement convergente dans {z € C | |z| < r}.
[GOUan] p.236

Définition 3 Soit ) _yanz" une série entiére.

Le nombre
R =sup{r >0 | (anr™)nen est bornée}

s’appelle le série
ZTLGN anzn‘

Le disque ouwvert {z € C | |z| < R} est appelé
disque de convergence de la série entiére.

Si R = +4oo, la somme de la série entiére
Y nen @n2" définit une fonction de C dans C ap-
pelée fonction entiere. [GOUan] p.237

rayon de convergence de la

Proposition 4 Soit ) _ya,2" une série entiére
de rayon de convergence R. Alors

. . 2ot n
(i) Si |z| < R, alors la série ), .y anz

ment convergente,

est absolu-



(ii) Si |z| > R, alors la série ) yanz" est diver-
gente.

(i) Vr >0, 0 <7 < |z, la série Y, yanz" est
normalement convergente dans {z € C | |z| < r}.
[GOUan] p.237

Théoréme 5 L’application

f:]-R,R[—C
T E apz"
neN

est de classe C'. La série entiere Y. nay,z" ' a
méme rayon de convergence que ) .\ an2", et on
a

+o0

Vo €]~ R,R[, f'(z) =) na,a"
n=1

[GOUan] p.238

Corollaire 6 La somme f de la série entiére
Y onen @nz" est de classe C™ sur | — R, R[. De plus,
pour tout p € N, f®) est la somme sur | — R, R[
d’une série entiére de rayon de convergence R > 0.
En outre,

Ainsi,

+oo
VzeC, f(z) = Z 120) 2P

[GOUan] p.238
Définition 7 Une fonction f : Q@ — C (ou Q est
un ouvert de C) est dite analytique dans Q si pour

tout zg € Q, il existe un disque ouvert A : {z €
C|lz—20 <r} CQ tel que

“+o0
Vz € A, f(Z) = ch(z - ZO)n
n=0

ol le seconde membre est un série entiére en z — zg
convergente dans A. [GOUan] p.256

Exemple 8 Soit zy € C\{0}. Pour tout z € C tel
que |z| < |z0], on a

11 +§<z>”
Z— 20 ZOn:O 20

Pour tout p € N*,

e
zg(p—l)l

+oo n!
n=p—1 (n—p+1)!

n—p+1
Z
(%)

(2—20)P

[GOUan] p.240

1 Fonctions holomorphes
[ML3an| p.416 — 435

1.1 Fonctions holomorphes

Définition 9 Soit U un ouvert de C et zg € C.
Une fonction f : U — C est dite C-dérivable en zg
lorsque le tauzx de variation

fz) = f(z0)

zZ— 20

posséde une limite lorsque z — zg. On note f'(2g)
cette limite.

Lorsque f est C-dérivable en tout point de U, elle
est dite holomorphe dans U.

On note H(U) Uensemble des fonctions holo-
morphes sur U.

Une fonction holomorphe sur C tout entier est dite

entiere.

Exemple 10 Une fonction polynomiale est en-
tiére.

Une série entiere est holomorphe sur son domaine
de convergence.

Remarque 11 Lorsque f est holomorphe sur U, il
est possible de définir son application dérivée :

flu—C
2 f'(2)
Proposition 12 Si f : U — C est holomorphe en

2o et si g :V — C est holomorphe en f(z9) € V,
alors g o f est holomorphe en zy et on a

(go f) (20) = f'(20)9'(f(20))

Définition 13 Soient U un ouwvert C et zg = (xo+
iyo) € U. Soit f : U — C une fonction dont les
dérivées partielles

0 0
%(zoayo) et a*’;;(fo,yo)

existent en zy = (xo+1iyo). On définit alors les opé-
rateurs dérivées partielles

2 )= 1 (L - 2L

Lo =3 (Lo -5 )
of

Do =5 (S + 15 )

La différentielle de f s’écrit alors

Df(z0) = L (zaz + Y

(20)dZ

ot l'on a posé dz = dx +idy et dz = dx — idy
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Proposition 14 Soient U un ouwvert C et zy =
(zo + iyo) € U. Soit f : U — C une fonction ho-
lomorphe au point zy si et seulement si elle est R-
différentiable en zy et si ses dérivées partielles en
zo vérifient la condition de Cauchy

9f
oz

(20) = 0

En notant f = P+ 1Q, cette condition est équiva-
lente auz conditions de Cauchy-Riemann

e (e0) = o o
e te0) = =5 )

La dérivée complexe de f en zy est alors donnée par

0 0
Fz0) = 5 o) = 5L

20) = —t5— (%

(20) 5y (70)
Définition 15 Soit une fonction f : U — C. On
dit que f admet une primitive sur U s’il existe une
fonction holomorphe F : U — C vérifiant F' = f
surU.

1.2 Intégration le long des chemins
de C

Définition 16 Soit U un ouvert de C. Un chemin
dans U est une application continue v d’un inter-
valle compact I = [a,b] de R, & valeurs dans U.
Les points v(a) et v(b) sont respectivement appellés
origine et extrémité du chemin ~y.

Un chemin fermé ou lacet est un chemin dont l’ori-
gine et l'extrémité sont confondues.

Exemple 17 (i) Le segment :
Soient a,b € C. L’image du chemin

v:[0,1] = C
ts (1—t)a+th

est le segment reliant les points a et b.
Cette paramétrisation v du segment s appelle
paramétrisation orientée de a vers b du segment
[a, b].

(it) Le cercle :

Soient a € C et v € R}, L’image du chemin

~v:[0,27] - C
t a4+ rett
est le cercle de centre a et de rayon 1.

Cette paramétrisation v du segment s’appelle
paramétrisation orientée du cercle de centre a et de
rayon r que l'on note C .
(i) Le bord d’un triangle :
Soient a,b,c € C. Notons A(a,b,c) le triangle plein

de sommets a,b,c et DA sa frontiére.
O0A est l'image du chemin

~v:[0,3] = C
(1—t)a+td si0<t<1
t{(2—tb+(t—1)c sil<t<?2
B—thc+(t—2)a si2<t<3

Cette paramétrisation s’appelle paramétrisation du
bord orienté du triangle (a,b,c).

Définition 18 Soient v : I — C un chemin C!
par morceauz et f : C — C une fonction continue
sur Uimage y(I). L’intégrale de f le long de v est
définie par

b
/ f(z)dz = / FO () (Bt

Exemple 19 Soient a € C, r € R et f une fonc-
tion continue sur le cercle de centre a et de rayon
r. Alors

2m
/ f(z)dz = fla+retyiredt
Coar 0

Proposition 20 Soient U un ouvert C et f une
fonction continue sur U. Si f admet une primitive
F sur U, alors pour tout chemin d’image contenue
dans U, on a

/ f(2)dz = F(y(b)) - F(y(a))

En d’autres termes, la valeur de lintégrale ne dé-
pend pas du chemin choisi.
En particulier, pour tout chemin fermé v dans U,

on a
/ f(z)dz=0
¥

Exemple 21 La fonction
Cr—=cC
1
Z— =
z
n’admet pas de primitive sur C* car pour tout r > 0,

on a
1 27 1 )
/ —dz = / —.tire”dt =2imr £ 0
Cor % o Tret

Théoréme 22 SoientU un ouvert C et f une fonc-
tion continue surU.

Alors f admet une primitive sur U si et seulement
st pour tout chemin fermé v dans U, on a

[Yf(z)dz =0

Théoréme 23 Soit U un ouvert connexe C. Une
fonction f : U — C admet une primitive sur U si et
seulement si pour tout triangle A (convexe fermé)
inclus dans U, on a

f(z)dz=0
A
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1.3 Théoréme de Cauchy

Théoréme 24 Théoréeme de Cauchy pour le bord
d’un triangle

Soient U un ouwvert C, S une partie finie de U et
f:U — C une fonction continue et holomorphe sur
U\S. Soit enfin un triangle A C U. Alors

/aA f(z)dz=0

Théoréme 25 Théoréeme de Cauchy pour un
ouvert convexe

Soient U un ouvert C, S une partie finie de U et
f U — C une fonction continue et holomorphe
sur U\S. Alors [ posséde une primitive sur U. En
conséquence, pour tout chemin fermé ~ dans U, on

' [yf(z)dz =0

Corollaire 26 Soient U un ouvert quelconque C et
f une fonction holomorphe sur U. Alors pour tout
point zg € U, il existe un voisinage ouvert D de zg
sur lequel f admet une primitive.

Théoréme 27 local QUEF p96

Théoréme 28 Soient 2 est un ouvert de C et
f: Q — C. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est holomorphe sur Q.

(i1) f est analytique dans Q. [HMQUE] p.83

2 Propriétés fondamentales
des fonctions holomorphes

2.1 Théoréme de prolongement des
identités [HMQUE]| p.102 — 104

Théoréme 29 & Principe des zéros isolés @

Soit f € H(Q) (Uensemble des fonctions holo-
morphes sur louvert conneze 1), non identique-
ment nulle, et soit Z(f) = {a € Q| f(z) = 0}
l’ensemble des zéros de f.

(1) Siae Z(f), Tk >1 et g € H(Q) telle que :

f(2) = (2 —a)*g(2)

avec g(a) # 0

(2) Z(f) est au plus dénombrable et ses points sont
isolés dans (2.

Application 30 Théoréeme de prolongement des
identités Soit Q@ C C un ouvert connexe, et soient
frg9 € H(Q) égales sur une partie E de Q qui poséde
un point d’accumulation dans Q. Alors, f =g.

En particulier, si f et g coincident sur un ouvert
non vide de ), elles sont égales.

Application 31 (du théoréme de prolongement
des identités) Soit f(t) = e="/2, et en considérant
la fonction entiére

F(z) = e* /2 / e~ 2 (2% g
R
on a

F&) = /Rf(t)e—“ﬁdt — V2me—8/2

Application 32 Soit Q2 C C un ouvert connexe, et
sotent f,g € H(Q) telles que fg = 0. Alors, f =0
ou g = 0. En d’autres termes, lanneau H(S) est
integre.

2.2 Les inégalités de Cauchy et leurs
applications [ML3an| p.440-441

Théoréme 33 Inégalités de Cauchy

Soient f une fonction holomorphe sur un ouvert U,
20 €U et R > 0 tel que le disque D(z9,R) C U.
Alors, pour tout n € N et pour tout r tel que
0<r<R

M(r)

T.n

1
o) <

ot M(r) = sup

|z—z0|=r

£ (2)l

Corollaire 34 Théoréme de Liouville
Si f est une fonction entiére et bornée sur C, alors
f est constante.

Corollaire 35 Théoréeme de D’Alembert-Gauss
Tout polynéme mon constant & coefficients com-
plexes admet une racine compleze.

Théoréme 36 Théoréme de d’holomorphie sous le
signe intégral

Soient (X, M, u) un espace mesuré et D un ouvert
de C. On considére une fonction f : D x X — C
telle que :

(i) Yz € D, Uapplication y — f(z,y) est mesurable.
(i) Pour presque tout y € X, Uapplication x
f(x,y) est holomorphe dans D.

(iii) 3g € LY (u) telle que |f(z,vy)| < g(y) Vz € D et
pour presque tout y € X.

Alors lapplication

F:D—C
v /X F(zy)du(y)

est définie et holomorphe dans D, et on a

e = [ e

[MLan]| p.279
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Exemple 37 Fonction Gamma - cas complexe
Pour z € C tel que Rez > 0, la fonction

+oo
I':2+ / e P 1de
0

est holomorphe dans C; = {z € C | Rez > 0}
[ML3an]| p.279

2.3 Propriétés de la moyenne et
principe du maximum [ML3an]
p.442-443

Proposition 38 Propriété de la moyenne
Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U.
Pour tout disque fermé D(a,r) CU, on a

2m

f(a+re®)ds
0

fla) = o
Théoréme 39 Principe du mazimal local

Soient f une fonction holomorphe sur un ouvert U
eta € U. Si|f| admet un mazimum local en a, alors
f est constante sur un voisinage de a.

Corollaire 40 Soient f une fonction holomorphe
sur un ouvert U connexe et a € U. Si |f| admet un
mazximum en a, alors f est constante sur U.

Théoréme 41 Soient U un ouvert conneze borné
de C et f une fonction continue sur U et holo-

morphe sur U. On pose M = |f(z)|. Alors
ou

Vzel, |f(z)[<M

De plus, s’il existe un point de U en lequel le maxi-
mum est atteint, alors f est constante sur U.

3 Sigularités des fontions holo-
morphes

3.1 Classification des singularités
isolés [ML3an| p.461 — 464

Définition 42 Soient U un ouvert de C, a € U et
f e HU\{a}).

(i) On dit que a est une singularité effacable pour
f sl existe g € H(U) telle que :

f(z) = 9(2), VzeU\{a}

(#4) On dit que a est une pole d’ordre m pour f s’il
existe des scalaires c_1,...,c_p avec c_p, # 0 tels
que

+m
F(2) =) cwlz—a)™
k=1

ait une singularité effacable en a.

(#i7) Si la singularité n’est ni artificielle, ni un pole,
on dit qu’elle est essentielle. [HMQUE] p.155-
156

Exemple 43 (i) La fonction f(z) = % a une
singularité effagable en 0 : il suffit de poser f(0) =1

< - n Z271.
et d’écrire f(z) =32, 50(=1)" @y

(i4) La fonction f(z) = % a un pole d’ordre 1 en 0.
(iii) La fonction f(z) = e'* a une singularité es-
sentielle en 0. [HMQUE] p.155-156

Proposition 44 Lemme de Riemann

Soit f € HU\{a}), ova €U. Si f est bornée dans
un voisinage épointé V\{a} de a, alors a est une
singularité effagable pour f.

3.2 Théoréme des résidus [CAND]
p.113 — 121

Théoréme 45 Soit U un ouvert non vide et a €
U. Soit [ une fonction analytique/holomorphe sur
U\{a}. Pour tout disque fermé D(a,R) (R > 0),
inclus dans U, on a pour tout z € D(a, R)\{a}

“+oo +oo
J@ =3 cnlz—a) ™+ 3 ez —a)"

m=1 n=0

Ce développement est unique et est

développement de Laurent de f en a.

La série
+oo
Z Com(z—a)™
m=1

s’appelle la partie singuliére de f en a.
Les coefficients c,, et c_,, sont donnés par

appelé

1 27 ) )

tn = 5 ; f(a+ Re®)e=™%d0 pour n >0
rm 2m . .

Comp = — fla+re®)e™d0 pour m > 1
2T 0

ot 0 < r < R est quelconque.

Définition 46 Soient U un ouvert, a € U et f une
fonction analytique/holomorphe dans U\{a}. Le co-
efficient c_1 du développement de Laurent de f en a
s’appelle le résidu de f en a, il est noté Res(f,a).

Théoréme 47 Théoréme des résidus

Soit U un ouvert simplement connexe, ay, as,...,an
des points de U et f une fonction analy-
tique/holomorphe dans U\{a1, as, ..., an}. Soit v un
lacet de U\{aq,az, ..., an} tel que pour tout i le lacet
v entoure une fois le point a; (c’est-a-dire est ho-
motope dans U\{a;} a un cercle centré en a;). Dans
ce cas, on a

/ f(z)dz = 22’77%1%65(]‘7 a;)
v i=1

Application 48

2 1
/ L =
o cosf —2

2

V3
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Corollaire 49 Soit U wun ouvert simplement
connezxe et f une fonction analytique/holomorphe
dans U. Soit v un lacet de U entourant une fois les
z€éros de f.

Alors le nombre de zéros de f, comptés avec leur
multiplicité, entourés par vy est

L)
2 ), 1)

4 Suites et séries de fonctions
holomorphes [ML3an] p.478
— 500

Définition 50 Soit U un ouvert de C. Une fonc-
tion méromorphe dans U est une fonction holo-
morphe sur louvert U\NA o A est un ensemble
fermé et discret de U, telle que chaque point de A
soit un pole de f.

On note M(U) Uensemble des fonctions méro-
morphes sur U.

Définition 51 Soient U un ouvert de
C et (fn)nen une suite de  fonctions
continues de U dans C. On dit que

la suite (fn)nen converge uniformément sur tout
compact de U vers la fonction f : U — C si, pour
tout € > 0 et pour tout compact K C U, il existe
N i tel que

VneN, n>Neg, Vze K, |fu(z)— f(2)| <e€
Théoréme 52 SoientU un ouvert de C et (fn)nen
une suite de fonctions holomorphes sur U.

Si la suite la suite (fy)nen converge uniformément
sur tout compact vers une fonction f, alors f est
holomorphe sur U.

De plus, f' est la limite uniforme sur tout compact
de la suite de fonctions dérivées (f])nen-

Corollaire 53 Soient U un ouvert de C et (fn)nen
une suite de fonctions holomorphes sur U.

Si la suite la suite (fn)nen converge uniformément
sur tout compact vers une fonction f, alors pour
tout entier k, la suite ( ék))neN converge uniformé-
ment sur tout compact vers f(k).

Définition 54 Soient U un ouvert de C. Une
suite exhaustive de compacts d’un espace topolo-
gique U est une suite de compacts (Kp)n>0 telle que

K C Kot et =, 50 Kn.

Exemple 55 (i) K,, = BF(0,n) est une suite ex-
haustive de compacts de C
(13) SiU est borné,

K, ={z¢€ | d(zU) > 1/n}

est une suite exhaustive de compacts de U.
(79) SilU est non borné,

K, ={z¢€ | d(zU°) > l/n}ﬂBF(O,n)
est une suite erhaustive de compacts de U.

Définition 56 Soit U un ouvert de C. Pour tout
compact K C U, lapplication

& = CU) = Ry
f = Ifllk = sup|f(2)]
zeK

est une semi-norme sur C(U).

Proposition 57 SoientU un ouvert de C, (Kp)p>o0

une suite exhaustive de compacts de U et (fp)nen

une suite de fonctions continues sur U.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) La suite (fn)nen converge uniformément sur

tout compact de vers f.

(i1) Pour tout compact K, ||fn — f|lx ——— 0.
n—-+oo

(iii) Pour tout p fixé, || fn — fllk, ——— 0

n—-+oo

Définition 58 Soient U un ouvert de C et (fn)nen

une suite de fonctions continues sur U. On dit que

la série Y fn est uniformément convergente

sur tout compact de U vers une fonction f si, pour

tout € > 0 et pour tout compact K C U

INeN, VvneN, n>N, Vze K,

S ful@) - £(2)
k=0

<€

Proposition 59 Soient U un ouvert de C et
(fn)nen une suite de fonctions holomorphes sur U.
Si la série Y fn converge uniformément sur tout
compact vers une fonction f, alors sa somme [ est
holomorphe sur U.

De plus, f' s’obtient par dérivation terme a terme

(z fn> S
k=0 k=0

Définition 60 Soient U un ouvert de C et (fn)nen
une suite de fonctions continues sur U. On dit que
la série Y fn est normalement convergente

sur tout compact de U st pour tout compact K C U,

la série numérique Y || fn||Kx est convergente.

Proposition 61 Soient U un ouwvert de C et
(fn)nen une suite de fonctions holomorphes sur U.
Si la série Y fn converge normalement sur tout
compact vers une fonction f, alors elle converge
uniformément sur tout compact.

Sa limite f est en particulier holomorphe sur U.
De plus, la série Y, f] converge elle aussi normale-
ment sur tout compact.
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Définition 62 Soient U un ouvert de C et (f,)nen
une suite de fonctions méromorphes sur U. On dit
que la série Y f, est uniformément convergente
sur tout compact de U si, pour tout compact K C
U :

(i) il existe N tel que, pour n > Nk, les f, n'ont
pas de poles dans K,

(i) la série Y, <y, fn converge uniformément sur
K.

Proposition 63 Soient U un ouvert de C et
(fn)nen une suite de fonctions méromorphes sur U
telle que :

(1) pour tout compact K de U, il existe Nk tel que,
pour n > Nk, les f, n’ont pas de pdles dans K,

(ii) la série ), . fn converge uniformément sur
K.

Alors la somme de la série Y f,, est méromorphe
surU.

Théoréme 64 & Prolongement de T' sur C\{—N}
[ )

La fonction
too n +o0
-1
2 ¥+/ tZ*leftdt
nZZO nl(z +n) 1

est un prolongement méromorphe de I' sur C, holo-
morphe sur C\{—N}, dont les poles, tous simples,
sont les entiers négatifs. [OBJ] p.82-83
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Illustrations
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Questions

Exercice : Soient 2 est un ouvert de C et f : Q) — C. Montrer que les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(7) f est holomorphe sur Q.

(it) f est analytique dans .

Solution :

Exercice :

Solution :

Exercice :

Solution :
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