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Résumé :

L’intégrale de Dirichlet fait partie des exemples a connaitre de fonctions qui ne sont pas intégrables mais
dont l'intégrale est convergente.
Prérequis :

Théoremes de continuité et dérivabilité sous signe intégral - Notation de Landau

Théoréme :

Démonstration. Dans cette démonstration, on va utiliser les théoremes de continuité et dérivabilité sous
signe intégral de maniere abondantes.
On pose

f : ]R+ X ]Ri - R
(x,t) — e‘”Lm(t)

et
+oo
Plz) = /0 Fo ) dt

Pour z > 0, f(x,.) est intégrable sur Ry puisqu’elle est prolongeable par continuité en 0 par f(z,0) = 1

(car lim 2 — 1) et que pour ¢ tendant vers 400, on remarque que f(z,t) = O(1/t2) (car, & z fixé,

t—0



267t 20| < gemet ().

Montrons que F' est bien définie en O :

Par intégrations par parties, on a, VX <1 :

/1X sirz(t) df = {—cots(t)}x B /lx co;(t) d&t

est intégrable sur [1,4+o00| (car c’est un O(1/t?) en +00). Par suite, quand X — +o0 :

/1+°° sin(t) dt = cos(1) — /1+°° cos(t) gt

t 12

cos(t)

Or la fonction t — 7

Donc F' est définie en 0.

Montrons que F est de classe C! sur RY -

[ est de classe CT> sur (R%)? et on a :

%(m,t) = —te "'sin(t), VY(z,t) € (RY)?

Soit a > 0, et Vz > a, on a |%(z,t)\ < e % qui est intégrable sur R..
Par le théoréme de continuité et dérivabilité sous signe intégrale, on a donc que F est de classe C! sur R%
et de plus :

, +oo af +oo it +oo C(ait 1 1
F'(z) = —(z,t)dt = — e sin(t)dt = —Im e AL ) = —Im | - =
0o Oz 0 0 i—x 1+ a2

Par suite, il existe C' € R telle que Vz > 0, F(z) = C — arctan(x), et comme :

+o0 1
|F(z)] < e tdt== — 0

~—~ 0 €r x——+oo
si7;(t) <1

On en déduit donc que C' = 7 et par suite, Vo > 0, F(z) = § — arctan(z).

Montrons que F(0) = 7 i.e. I est continue en 0 :

i, on pourrait étr nté iquer dorem nvergen minée, mai ra voué a 1é

Ici, on pourrait étre tenté d’appliquer le théoréeme de convergence dominée, mais ce sera voué a 1’échec
. in(t . s . . .
car la fonction ¢ — %() n’est pas intégrable ... Mais nous n’avons pas dit notre dernier mot !

On décompose le probléme (ou plutdt 'intégralee) en deux morceaux :

1 ‘ +oo ,

t t
Fy(x) ::/ e " s”;( ) dt et  Fy(x):= / ot 5”;( ) dt
0 1

Pour Fi, c’est assez simple :
Fy est de classe C! sur Ry car on a |%($,t)| = e “|sin(t)| < 1 (et la fonction ¢ — 1 est intégrable sur

[0,1]...).
Passons a F» dont on a juste besoin de savoir si elle est continue. On va étudier la fonction

+o0 e—(m—i)t
G(z) = C
t
1
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dont F; est la partie imaginaire.
VX > 1, par intégration par parties, on a :

X —(z—i)t 1 e—@-it1X 1 X _—(z—i)t
e e e
dt = dt
/1 t [z -zt ] 1 R /1 12
ef(zfi)t

Or [&—5—| < t%, donc on en déduit que :

i—x 1 +oo —(z—i)t
Gy =" + / a
1

rT—1 1—x 12

Or la fonction (x,t) € Ry X [1, +oo[— 67(:271.” est continue et dominée par la fontion intégrable t — 5.

Donc G est continue sur Ry, donc Fy aussi, et donc F' également. Ouf!

sin(t) ™
dt = =
t 2

+oo
Conclusion : F'(0) = /
0

Remarques :

e En faisant ce développement, il faut savoir démontrer que ¢ — s”;(t) n’est pas intégrable! Pour voir

que l’intégrale 0+°° Mdt est divergente, on écrit, pour tout N € N,

1 N-1 o
/N |szn(t)|dt _ Z /(k+1) |szn(t)|dt
0 t P t

N~ [ lsin()]
>y [
o /0 T+ KT
N-1
1 1 T
== ﬁ/ |sin(z)|dz
™= o
N—1 N
2 1 2 1
== ) —==—) - — 400
T k+1 =« Z k N—+oo +
k=0 k=1
La différence entre les intégrales f0+°° Mdt et f0+°° s”;(t) dt est que dans le second cas, il y a yn
changement de signe du sinus qui entraine une compensation ... Chose que I'on perd dans la premiere
intégrale.
1 1

sin(¢)
t
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o Transformée de Laplace
Quand on a posé, au début de la démonstration,

teo sin
F(z) = /0 e‘mt&dt

t
il faut savoir, pour la culture, que 'on a posé la transformée de Laplace de la fonction ¢t — %(t)

e Il y a, malheureusement, une démonstration plus rapide ...
En remarquant que, pour tout x > 0, on a :

1 Hoo
- :/ e "dy
Z 0

On en déduit que pour tout a €]0,4+o0] :

a s a —+oo
/ wdx = / (/ e_"”ydy) sinzdx
o < 0 0

Pour a > 0 fixé, on pose pour tout (z,y) €]0,a[x]0,+o0], f(z,y) = e *¥sinz. D’apres le théoreme de
Fubini-Tonelli, on a

[ ([ oo [ (o [

” est intégrable sur [0, 4+00[ car g est prolongeable par continuité en

Or, la fonction y — g(y) = =%

0 et 1ir+n y2g(y) =0 (& Erreur!). Donc f est intégrable sur ]0, a[x]0, +o0].
Y—+00

Ainsi par le théoreme de Fubini, on a

a —+o0 a
/ S g = / (/ e_mysinxda:> dy
o T 0 0

a a . 1 —ay
/0 e %sinzdr = Im (A e”e”dx) = Ty2 — ﬁiyz(cosa + ySiDCL)

Par ailleurs,

Par suite,
a T —+oo efay
e sinzdxy = — — ——(cosa + ysina)d
/O 3 /O 1 +y2( ysina)dy

ay

Or, pour tout y € [0, +00[, la fonction y + fu(y) = {7z (cosa+ysina) vérifie lim fu(y) = 0 et il existe
Y a—+o0o

a > 0tel que |fo(y)] < e”*¥ donc le théoréme de convergence dominée entraine lirf f0+°° faly)dy =0
a—r+00

et donc . .
. sinz T
lim de = —
a—+oo 0 X 2
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