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Résumé :

Le théoreme de WEDDERBURN est un classique de la théorie des corps finis. Avec un énoncé simple
et efficace, sa démonstration comporte néanmoins plusieurs niveaux faisant appel a plusieurs domaines de
lalgebre (centre d’un groupe, actions de groupes, polyndmes cyclotomiques ...).

Prérequis :

Corps finis - Actions de groupes - Polynémes cyclotomiques

Théoréme de WEDDERBURN :

Tout corps fini est commutatif.

Démonstration.

FEtape 1 :

Dans cette étape, on va utiliser le centre du corps k qui sera important pour la suite. En méme temps, c’est
le seul ensemble qui est commutatif par définition ...

Soit k& un corps fini, pas nécessairement commutatif (sinon ce n’est pas du jeu ...), et Z le centre de k
i.e.

Z={ack|Vz ek, ax =za}
Z est (assurément) un sous-corps commutatif de k de cardinal ¢ > 2, et donc on peut voir k comme un
Z-espace vectoriel. On a donc |k| = ¢™ pour un certain n € IN*.

Etape 2 :
Ici, ce sont les actions de groupes et le tres efficace théoréeme de Lagrange qui vont nous permettre de déduire

des relations de divisibilité.

On suppose donc que k est non commutatif donc n > 1 (en effet, si n = 1, alors k = Z, et donc k est



confondu avec son centre Z et ainsi il est commutatif).
k* opére donc sur lui-méme par automorphismes intérieurs (et ceci de maniére non triviale ...) :

E* x k* — k*

(a,z) — ara™"

Pour z € k*, on note w(z) = {axa™!, a € k*} T'orbite de z.

Par ailleurs, on pose k, = {y € k | yr = xy}. k, est (assurément, et oui encore ...) un sous-corps (pas
nécessairement commutatif) de k et le stabilisateur de = dans l’action est k7.

Avec les méme arguments que précédemment, on peut voir k, comme un Z-espace vectoriel donc |k,| = ¢°.

Comme k¥ < k*, par le théoréme de Lagrange, on a ¢¢ — 1|¢" — 1, et donc en écrivant n = dg + r (),
on a :
1= (" =)+ )+ -1

Comme ¢% — 1|¢" — 1, on a donc ¢" — 1 = 0 < r = 0, et par suite par (x), on en déduit que d|n.
En utilisant la relation entre les cardinaux de l'orbite, du stabilisateur, et du groupe, on a

|K*  q" -1
w(x)| = =
=) kx| gt -1

avec d|n

Etape 3 :
C’est dans cette étape que les polynomes cyclotomiques rentrent dans la danse ...

Par définition des polynémes cyclotomiques, on a :

' —1=T[®nle) e ¢ —1=]]Pn(q)

m|n m|d

et donc

n _ D,
Ly

qd -1 B Hm|d (I)m q m|n
mid
Pour d # n, on voit donc que ®,(q) | ‘;Zj

Etape 4 :
L’équation aux classes donne :

B =12+ |w(@)| orax¢Zd#n, don,

@7z
" q" —1 " q" —1
(I*1:Q*1+Zﬁ avec ®n(q) [ ¢" —1et (I)"(q)‘qd—l
d|n
d#n

Donc @,,(q) | ¢ — 1 et par suite, |®,(q)] <g—1

Etape 5 :

Ona®,(q) =(¢g—¢1)...(¢g— ) ou (1, ..., € C sont les racines primitives n-iemes de 'unité et vérifient donc
|¢i] =1 et {; # 1 puisque n # 1.

Mais Vi, |¢ — (;| > ¢ — 1 (pour s’en convaincre, il suffit de regarder droit dans les yeux la figure ci-dessous)
et donc |®,,(¢q)| > (¢ — 1)' > ¢ — 1. Absurde!
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|':!T_C_:a‘

lg =1

Remarques :

e Revenons un peu sur la formule :

n_1 Hm n q)’m(Q)
qd = | = H (I)m(Q)
¢ =1 Jlya®mla) o
mid

Il est utile, pour se convaincre de la véracité de cette formule (et dans Péventualité de questions
tatillones d’un jury...), d’essayer pour un certain n et un certain d.
Exemple avec n =12 et d =6, on a :

¢ = 1= ] ®nle) = ®1(0)P2(a)P3(q) Pa(q)Ps(q)P12(q)

m|12

et
¢ —1=]®m(a) = 21(0)P2(0)®3(q)®s(q)

et donc

2 -1 _ MMM@4(Q)M¢12<(1) = Oy(q)P12(q)
F—1 Br0) L20) L5(0) Lot T)

On a bien que 412, 12|12 et 416, 121 6.
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