Prolongement de fonctions. Exemples et applications.

Mohamed NASSIRI

Il existe plusieurs fagon de prolonger une fonction. On peut, par exemple, une valeur constante ar-
bitraire en dehors de son ensemble de définition de base. Mais cette facon ne garantit pas de bonnes
propriétés. Par exemple, si la limite en un point existe, on posera la valeur de cette limite pour prolonger
la fonction. Soit

Prolongement de f

fiR* SR fae = f
sinx

y ST £(0) = lims—o f(z) = 1
» f(0) =0 f(@)

La densité permet de prolonger des applications! Par exemple, les fonctions uniformément continues
définie sur un sous-espace dense H de H se prolonge a tout ’espace E. De plus, le prolongement est
encore uniformément continue.

Du coté des formes linéaires, on a le théoréme de Hahn-Banach qui permet de prolonger des formes
linéaires définies sur un sous-espace (qui n’est pas nécessaiement dense!). Ce théoréme a un corollaire
intéressant pour la densité : Soit H un sous-espace vectoriel d’un espace normé (E, ||.]|). Alors

H est dense dans E. < Toute f € E* nulle sur H est identiquement nulle.

Comme pour la continuité, on va s’autoriser a Y
prolonger les fonctions de facon C! et par la suite
C* ... Soit 'application f : R — R, de classe C'*°
sur R, définie par

0 st <0 T
= - 0
/(@) {61” st x>0

jouera un réle important dans la construction des
fonctions dites plateau (et dans théoréme de réalisa-
tion de Borel). Par exemple, on peut montrer qu’il

existe une fonction de classe C* sur R telle que c
@
1 si -1,1 \
o(z) = { six €| ] | | I

0 silel>2 ! ! | !
si |z 2 9 -1 Y 1 2

La tentative la plus courante pour approcher une fonction f qui n’est connue qu’en un nombre fini n
de points par une fonction plus "facile" consiste & introduire un polynéme qui prend les mémes valeurs
que f aux points considérés. C’est 'interpolation de Lagrange. Par la suite, on va également s’intéresser
a DUerreur d’interpolation, c’est-a-dire & 'erreur que ’on commet quand on interpole une fonction par
un polyndéme de Lagrange. Attention, on n’a pas nécesairement une "bonne convergence" du polynéme
interpolateur de Lagrange vers la fonction que 1'on souhaite interpoler. Un cas trés académique illustrant
cette mauvaise convergence est le phénomeéne de Runge. Une autre interpolation intéressante portant sur
la régularité de la fonction & interpoler est 1'interpolation de Hermite.



Au niveau des équations différentielles, la no- Y
tion de prolongement de solutions est importante !
On dit qu’une solution y : I — R"™ est mazimale si

y n’admet pas de prolongement § : I — R” avec

1 C I. On peut montrer que toute solution Y se Y1)
prolonge en une solution maximale § (pas néces- u’'

sairement unique). Par ailleurs, si on suppose que

Pouvert U est de la forme U = J x U’ on J est un Y@

intervalle de R et U’ un ouvert de R", alors on dit
qu’une solution est globale si elle définie sur l'in-
tervalle J tout entier. Ainsi, toute solution globale
est maximale, mais la réciproque est fausse : sur le 0 J
schéma, y(1) est globale alors que y(2) est maximale

mais non globale.

i

Parmi les fonctions intéressates a prolonger, on peut également les fonctions analytiques. Un premier
résultat, le lemme d’Abel, nous permet d’introduire la notion de rayon et disque de convergence. On peut
résumer la situation par le schéma ci-dessous.

Pourquoi parle-t-on de cercle d’incertitude ? En Divergence Cercle
particulier, pour les trois raisons suivantes... grossiere d’incertitude
Soit ), cya@nz™ une série entiere de rayon de
convergence R. Sur le cercle C(0, R), la série peut
étre :

- Divergente en tout point : R =1, > - 2" di-
verge grossiérement en tout point de C(0,1).

; . S 2" Convergence R
- Divergente en certains points : R = 1, Zn21 = absolue
diverge pour z = 1 et converge en tout point de

in6
C(0,1)\{1} (série )", -, &— avec 0 # 27Z)

n

- Convergente en tout point : R = 1, > Z—Z
converge absolument en tout point de C'(0,1)

Un théoréme nous donnera 1’équivalence suivante
f est holomorphe sur Q < f est analytique dans 2

Et par la suite, le principe des zéros isolés nous fournira quant a lui un théoréme important permettant
de prolonger les fonctions analytiques/holomorphes : le théoréme de prolongement des identités. On va
s’intéresser & deux célebres fonctions : la fonction I' d’Fuler et la fonction ¢ de Riemann. Elles sont
définies par

+oo
I'(z) = / e 't*1dt pour {z € C | Re(z) > 0}
0

+oo
((2) =) ni pour {z € C | Re(z) > 1}
n=1

On verra que la fonction I' d’Euler peut-étre vu comme une extension de la définition de la factorielle.
Mais surtout, on verra que l'on peut prolonger holomorphiquement I' sur C\{—N}.

Prolongement de I'
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Comme pour la foncion I', on peut gratter du terrain sur de domaine de définition en prolongeant (
holomorphiquement sur C\{1}.

Prolongement de ¢

L’espace L? est un espace LP un peu spécial : c’est un espace de Hilbert. Il a un petit "plus" géo-
métrique : orthogonalité, projection sur des sous-espaces, etc. Avec les notions de base hilbertienne et de
fonction poids, on obtient des résultats trés intéressants. On peut méme construire des bases hilbertiennes
dites bases hilbertiennes des polynémes orthogonaux.
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Développements
Prolongement de T' sur C\{—N}
Base hilbertienne des polynomes orthogonaux

1 Aspects topologiques

1.1 Prolongement par continuité

Proposition 1 Soient (E,d), (F,d") deuz espaces
métriques, f : D CE — F et a € D un point d’ac-
cumulation de D. L’application f est continue si et
seulement st lim =« f(z) = f(a). [GOUan] p.16

Définition 2 Lorsque f n’est pas définie en a et
lorsque limm;mf(x) =1, la fonction g définie sur
D u{a} par

g(x) = {f(x)

six€eD

l siT=a

est continue en a et est appelée prolongement par
continuité de f en a. [GOUan] p.16

Exemple 3 Soit
f:R*=R
sinx

T

Alors f se prolonge en une fonction continue f sur
R avec

fg- =
F(0) =lim.o f(z) = 1

Exemple 4 En posant e,(x) = €™, on a que la
fonction
N
Dy= > e, (NEN)

n=—N

appelé le noyau de Dirichlet d’ordre N est un pro-
logement par continuité & R de la fonction

. N l
R/27Z — R, o SRV + 3z

sin(x/2)
De méme, la fonction
| Nl
KN:N;::ODJ- (N € N*)

appelé le noyau de Fejér d’ordre N, est un prologe-
ment par continuité a R de la fonction

2
1 sin(£52)
N \ sin(x/2)
Théoréme 5 Théoreme de Tietze-Urysohn
Soient (E,d), un espace métrique, A un fermé de

E, et f: A— R une application continue et bor-
née.

R/27Z - R, = —
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Alors il existe une fonction g : E — R, continue,
telle que

ga=1f
supg(z) = supf(y)
rzeE yeA
Inf g(x) = inf f(y)

[GOUan] p.66-67

1.2 Prolongement des applications

uniformément continues définies
sur une partie dense [ML3an]
p.95-96

Théoréme 6 Soient (E,dg) un espace métrique,
(F,dr) un espace métriqgue complet, A une par-
tie dense de E et f une application uniformément
continue de A dans F. Alors il existe une unique ap-
plication continue [ de E dans F qui coincide avec f
sur A. De plus, [ est aussi uniformément continue.

Application 7 Soient F un espace de Banach et
E([a,b], F) lespace des fonctions en escalier de [a, b]
a valeurs dans F muni de la norme uniforme. L’ap-
plication

T : &(a,b), F) —

F
b
fH/f@&

est une application linéaire continue. L’espace
E([a,b], F) est dans lespace R([a,b], F) des fonc-
tions en réglées sur [a,b]. Ainsi, Uapplication T se
prolonge a R([a,b], F') en une application uniformé-
ment continue, ce qui permet de définir l’intégrale
de Riemann d’une fonction f de R([a,b], F'), comme
la valeur en f du prolongement.

1.3 Prolongement des formes li-

néaires [NEHH] p.308 — 314

Définition 8 Soient E un K-e.v. et p: E — R une
application.

(i) On dit que p est positivement homogéne si pour
tout x € E et tout A >0, on a p(Azx) = Ap(z).

(1) On dit que p est sous-additive si pour tout
z,y € E, on a p(z+y) < p(x)+p(y).

Théoréme 9 Théoréme de Hahn-Banach

Soient E un R-e.v. et p: E — R une application po-
sitivement homogeéne et sous-additive. Soient H un
sous-espace vectoriel de E et f une forme linéaire
sur H telle que pour tout x € H, on ait f(x) < p(x).
Alors il existe une forme linéaire f sur E prolon-
geant f (i.e.) f(y) = f(y) pour tout y € H, et telle
que | f(z)| = p(x) pour tout x € E.

Théoréme 10 Théoréme de Hahn-Banach

Soient E un K-e.v. et p: E — Ry une semi-norme.
Soient H un sous-espace vectoriel de E et f une
forme linéaire sur H telle que pour tout © € H, on
ait | f(z)] < p(x). Alors il existe une forme linéaire
f sur E prolongeant f (i.e.) f(y) = f(y) pour tout
y € H, et telle que | f(z)| = p(x) pour tout z € E.

Théoréme 11 Théoréme de Hahn-Banach

Soient (E,||.||) un espace normé et K-e.v. et H un
sous-espace vectoriel de E muni de la morme in-
duite. Pour tout f € H*, il existe f € E* dont la
restriction a H soit f et telle que || f|| = || f||. Bien
entendu, si H est dense dans E, f est unique.

Corollaire 12 Soit (E,||.||) un espace normé.
Alors on a :

1) Pour tout x € E\{0}, il existe une forme linéaire
continue f de E telle que ||f|| = 1 et f(x) = ||z|].
En particulier, si E # {0}, alors on a E* # {0}

2) Soient x,y € E. Si pour tout g € E*, on a

9(x) = g(y), alors x = y.

Corollaire 13 Soient (E, ||.||) un espace normé, H
un sous-espace vectoriel de E, et x € E\H. Alors il
existe une forme linéaire continue f sur F telle que

Al =1, f(z) = d(z, H) # 0 et f(H) =0.

Corollaire 14 Soient (E,||.||) un espace normé et
H un sous-espace vectoriel de E. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) H est dense dans E.

(ii) Toute f € E* nulle sur H est identiquement
nulle.

2 Aspect différentiel

2.1 Prolongement C*

Proposition 15 Soient (E, d) un espace métrique,

f i [a,b]— E une application continue, dérivable sur

la, b[ et telle que lime—a F'(t) =1 existe. Alors F est
>a

dérivable en a et F'(a) =1. [GOUan] p.74

Application 16 Soit l’application f: R — R défi-

nie par
0
f(x) - {6_1/w

Alors f est de classe C*° sur R.

stx <0
stx >0

Y
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Par conséquent, il existe une fonction de classe C'*°
sur R telle que

)1 size[-1,1]

pla) = {0 s |z > 2
\Ce
| | % \
2 1 Y 1 2

Théoréme 17 Théoréme de réalisation de Borel
Soit (an)nen une suite de K (=R ou C). Alors il
existe une fonction f: R — K de classe C*° sur R

(n
telle que pour tout entier n, on ait fil(o) = ap.

)
2.2 Polyndémes interpolateurs de La-
grange [DTZ] p.502 — 505

Théoréme 18 Soient ay,...a, n éléments distincts
de R, et soient by,...b, n éléments de R. Alors il
existe un unique polynome P de degré inférieur ou
égal an —1 tel que

P(ai) = bi, t1=1..n

Ce polynome s’appelle le polynéme interpolateur de
Lagrange relatif a la donnée a1, ...an et by,...b,. De
plus, il a pour expression

P(X):sz‘HX_aj

a; — ay

Théoréme 19 Soient f : [a,b] — R une fonction
de classe O™t xg, .2, n + 1 points distincts de
[a,b], et P, € R,[X] le polynéme interpolateur de f
auz points To, ...x,. On pose Il (z) = [ (X —x;).
Alors pour tout © € [a,b], il existe (, € [a,b] tel que

F(@) = Pale) = - @) f D (G)

(n+1)
Remarque 20 Attention, on n’a pas nécesai-
rement une "bonne convergence” du polyndome
interpolateur de Lagrange vers la fonction que
l’on souhaite interpoler. Un cas trés acadé-
maque illustrant cette mauvaise convergence est le
phénoméne de Runge.

Voir Figure 1.

2.3 Définitions. Solutions maximales
et globales [DEM] p.115 — 121

Définition 21 Soient U un ouvert de R x R™ et
f:U — R™ une application continue.
Une solution de (E) sur un intervalle I C R est une

fonction dérivable y : I — R™ telle que
(i) vt e, (ty(t) €U
(i) Vt € 1, y'(t) = f(t,y(t))-

Définition 22 Ftant donné un point (to,yo) € U,
le probléme de Cauchy consiste & trouver une solu-
tiony : I — R™ de (E) sur un intervalle I contenant
to dans son intérieur, telle que y(to) = yo.

Définition 23 Soient y : I — R™, § : I —
R™ des solutions de (E). On dit que § est un
prolongement de y si I C I et Yr=y

On dit qu’une solution y : I — R™ est mazimale
si y n‘admet pas de prolongement y : I = R" aqvec

ICi

Théoréme 24 Toute solution y se prolonge en une
solution mazimale § (pas nécessairement unique).

Définition 25 On suppose ici que l'ouvert U est
de la formeU = J x U’ ou J est un intervalle de R
et U un ouvert de R™.

Une solution globale est une solution définie sur
Uintervalle J tout entier.

Remarque 26 Toute solution globale est mazxi-
male, mais la Téciproque est fausse.

y
U
Y(1)
UI /\/
Y(2)
1 [
0 ! 7 t t

Sur le schéma, yc1) est globale alors que y(oy est
mazimale mais non globale.

3 Aspect analytique

3.1 Disque de convergence et cercle
d’incertitude [GOUan]| p.236-237

Définition 27 On appelle série entiére de variable
complexe, toute série de fonctions de la forme

E anz"
neN

ot z est une variable compleze et (ap)nen est une
suite a valeurs dans C.

Proposition 28 Lemme d’Abel
Soit ), oy anz" une série entiere et zg € C tel que
la suite (an2{)nen soit bornée. Alors
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(i) Vz € C, |2| < |z0], la série ) .y anz" est abso-
lument convergente ;

(i) ¥r > 0, 0 < r < |20, la série ), yanz" est
normalement convergente dans {z € C | |z| < r}.

Définition 29 Soit )\ a,2" une série entiere.

Le nombre
R =sup{r > 0| (anr™)nen est bornée}

s’appelle le rayon de convergence de la série

ZHEN a’nzn‘

Le disque ouvert {z € C | |z| < R} est appelé
disque de convergence de la série entiére.

Si R = +4oo, la somme de la série entiére
Y onen @nz" définit une fonction de C dans C ap-
pelée fonction entiére.

Remarque 30 Pourquoi parle-t-on de cercle d’in-
certitude 2 En particulier, pour les trois raisons
suivantes...

Soit Y cnanz" une série enticre de rayon de
convergence R. Sur le cercle C(0, R), la série peut
étre :

- Divergente en tout point : R = 1, > . 2" di-
verge grossiérement en tout point de C(0,1).

- Divergente en certains points : R =1, > o, %
diverge pour z = 1 et converge en tout point de

C(0, )\{1} (séric 3, o, “ avec 0 # 277)
- Convergente en tout point : R = 1, > o, 2—2
converge absolument en tout point de C(0,1)

Voir Figure 2.

Proposition 31 Soit ) yan,2" une série enti¢re
de rayon de convergence R. Alors

(i) Si|z| < R, alors la série ), . an2™ est absolu-
ment convergente,

(i) Si |z| > R, alors la série ) anz" est diver-
gente.

(i) ¥r >0, 0 < 7 < |z0|, la série ), yanz" est
normalement convergente dans {z € C | |z] <r}.

Proposition 32 Soit ) _yanz" une série en-
tiere.

(i) Si la suite (an)nen est bornée alors R > 1.

(i1) Si la suite (an)nen ne converge pas vers 0, alors

R<1.[DTZ] p.316

Exemple 33 Pour la suite (ay)nen définie par a,
est le cardinal de l’ensemble des nombres premiers
positifs inférieurs ou égaux & n, le rayon de la série
Y onen @nz" est égal a 1. [DTZ] p.316-317

3.2 Analyse complexe : holomorphie
et analycité [HMQUE] p.102 —
104

Définition 34 Une fonction f : Q@ — C (ou Q
est un ouvert de C) est dite analytique dans €

st pour tout zg € €, il existe un disque ouvert
A:{zeC||z—z| <r}CQ tel que

“+oo

VzeA, f(z)= Z cn(z — 20)"

n=0

ot le seconde membre est un série entiére en z — zg
convergente dans A. [GOUan] p.256

Théoréme 35 Soient Q est un ouvert de C et
f:Q — C. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est holomorphe sur .

(i) f est analytique dans Q. [HMQUE] p.83

Théoréme 36 & Principe des zéros isolés @

Soit f € H() (Iensemble des fonctions holo-
morphes sur louvert connexe ), non identique-
ment nulle, et soit Z(f) = {a € Q| f(zx) = 0}
l’ensemble des zéros de f.

(1) Siae Z(f), Tk >1 et g € H(Q) telle que :

f(z) = (z—a)*g(z) avec g(a) #0

(2) Z(f) est au plus dénombrable et ses points sont
isolés dans €.

Application 37 Théoréeme de prolongement des

identités Soit 0 C C un ouvert connexe, et soient

frg € H(Q) égales sur une partie E de Q qui poséde
un point d’accumulation dans Q2. Alors, f =g.

En particulier, si f et g coincident sur un ouvert
non vide de €2, elles sont égales.

Application 38 (du théoréme de prolongement
des identités) Soit f(t) = e="/2, et en considérant
la fonction entiére

F(z)= ez2/2/e_%(t+z)2dt
R

on a
F(&) = / Ft)e tdt = /2me5/2
R

Application 39 Soit Q) C C un ouvert connexe, et
soient f,g € H(Q) telles que fg = 0. Alors, f =0
ou g = 0. En d’autres termes, l'anneau H(S2) est
integre.

3.3 Fonctions I' d’Euler et ( de Rie-
mann

Définition 40 La fonction ( est définie sur le
demi-plan G := {z € C | Re(z) > 1} par

+o0 1
C(Z):Z;

n=1

[ML3an] p.514
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Définition 41 La fonction { est définie sur le
demi-plan G := {z € C | Re(z) > 1} par
+oo
1
C(2) = e
n=1
[ML3an]| p.514
Proposition 42 (i) Vz € H, on a T'(z +1) =
2D(z2).
(i) ¥n € N, on a I'(n + 1) = n!. [ML3an] p.514
Théoréme 43 & Prolongement de T' sur C\{—N}
)

La fonction
00 +o00
_1)n
z E _=Dt +/ t*~te~tdt
— nl(z+n) 1

est un prolongement méromorphe de I' sur C, holo-
morphe sur C\{—N}, dont les poles, tous simples,
sont les entiers négatifs. [OBJ] p.82-83

Théoréme 44 (admis) Prolongement de ( sur
C\{1} La fonction ¢ de Riemann se prolonge en une
fonction méromorphe sur C, holomorphe sur C\{1}
et admettant un pole simple en 1.

3.4 Polyndémes orthogonaux

Définition 45 Soit I un intervalle de R. On ap-
pelle fonction poids une fonction p : I — R mesu-
rable, strictement positive et telle que

Vn € N, / |z]"p(z) dz < 400
I

On note L*(I, p) Uespace des fonctions de carré in-
tégrable pour la mesure de densité p par rapport a
la mesure de Lebesgue. [OBJ] p.110

Théoréme 46 & Base hilbertienne des polyndémes
orthogonaux & Soit I un intervalle de R et p une
fonction poids. S’il existe a > 0 tel que

/ea‘zlp(x) dz < 400
I

alors la famille des polynomes orthogonauz associée
a p forme une base hilbertienne de L*(I,p) pour la
norme ||.||,. [OBJ] p.140 — 143
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Illustrations

Le phénomene de Runge

8
{[* % % Pointsd'interpolation
7 Polyndme de Lagrange
Fonction f
6_
5_
4
3_
2
1_
0_
A4+ FF77
-1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figure 1 : Phénomeéne de Runge
Divergence Cercle
grossiere d’incertitude

Convergence R
absolue

Figure 2 : Disque de convergence et cercle d’incertitude
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Questions

Exercice : Théoréme de Tietze-Urysohn
Soient (E,d), un espace métrique, A un fermé de E, et f : A — R une application continue et bornée.
Alors il existe une fonction g : E — R, continue, telle que

=f, supg(z)=su et inf g(x) = inf
ga=f megg() yegf(y) Infg(x) yeAf(y)

Solution : Dans le cas ou f est constante, le résultat est évident. Sinon, en considérant o f + 5 au lieu de
f avec a # 0 et 3 des réels bien choisis, on peut méme supposer

inf f(y) =1 et supf(y) =2
yeA yeA

On va considérer la fonction g définie par
g:F—-R
flz) sizeA
xTr — 1 . .
d(z,A) 1n£[f(y)d(x,y)] sixze E\A

) ye

Montrons que la fonction g est bien définie et que c’est un bon candidat :

Pour = € A, on n’a pas de probléme de définition. Pour ¢ A, il suffit de remarque que d(x, A) # 0, et
donc g est bien définie.

Puisque 1 < f(z) < 2, pour tout € A, on a donc 1 < g(z) < 2, pour tout = € E. Grace a cette inégalité
et le fait que gj4 = f, on en déduit que

infglx)=1 et supf(z)=2
z€E zEE

C’est donc un bon candidat. Il nous reste juste & montrer que g est continue.

Montrons que la fonction g est continue pour tout xg € E :

o
Pour ce faire, on va étudier la continuité respectivement sur A, E\A et Fr(A4).

o]
— Sixg € A - Comme g4 = f, et que f est continue sur A, on a donc que g est continue en .

— Sixg € E\A : Sur I'ouvert E\A, on a

o) = o ()

et comme la fonction x — d(x, A) est continue, il nous suffit de montrer que la fonction h : = —
ing[f(y)d(x, y)] est continue en zg.
yeE

Soit 7 > 0 tel que B(zg,r) C E\A. Pour tout z € B(xq,r), pour tout y € A, on a

h(zo) < f(y)d(zo,y) < f(y)(d(zo,z) + d(z,y))
< 2d(zo,z) + f(y)d(z,y)

Par passage a I'infimum sur y € A, on obtient donc
h(zg) < 2d(xg,x) + h(x)
Par le méme raisonnement, on obtient aussi h(z) < 2d(xg,z) + h(xg), et finalement, on a

|h(z0) — h(z)| < 2d(x0,y)
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Ce qui nous donne la continuité de h en g € E\A.

— Sixg € Fr(A) : Soit € > 0. Comme [ est continue en g € A, on a
Ir>0, ¥y e AN B(xo,7), [f(y) — flzo)| <€

Siz e E\A et d(xzg,z) <r/4, on a, en posant C' = AN B(zg,7),

Yy € A\C, d(z,y) 2 d(zo,y) — (o) >

et donc, on a ig{c[f(y)d(x,y)] > 3r/4. De plus, f(zo)d(zo,x) < 2d(xg,z) < r/2, donc
ye

inf [f(y)d(x,y)] = inf [f(y)d(z,y)]

yEA yeC

et comme f(zg) —e < f(y) < f(xo) + €, pour tout y € C, on a donc
(f(zo) —€)d(z, 4) < ;Ielg[f(y)d(%y)] < (f(zo) + €)d(z, A)
On en déduit donc que, pour tout z € E\A tel que d(xg,z) < r/4,

g(wo) — € < g(w) < g(x0) + €

Cette relation est encore vraie pour x € A tel que d(xg,z) < r/4. Ainsi, g est continue en zy € Fr(A).

D’otu le résultat.

Exercice : Théoréme de réalisation de Borel
1) Soit I'application f: R — R définie par

Y
0 stz <0
z) =
J(@) {6_1/“’ stx >0
5 x
Montrer que f est de classe C* sur R.
2) Montrer qu’il existe une fonction de classe C*° sur R telle que
1 sixzel-1,1] Co
plr) = :
0 silz|>2 | | | |
P

3) Soit (an)nen une suite de K (=R ou C). Montrer qu'il existe une infinité de fonctions f : R — K de
classe C'*° sur R telles que pour tout entier k, on ait f(k)(O) = ay.

Solution : 1) Manifestement, f est de classe C* sur | — oo, 0[ et sur ]0, +00[. Nous devons donc prouver
Pexistence de f(™(0) pour tout n € N*.
Montrons par récurrence sur n € N que

1

vn eN, 3P, e R[X], V& >0, f™(z)=e"Y*P, ()
X
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Pour n = 0, 'hypothése est vraie avec Py = 1. Supposons donc le résultat vrai jusqu’au rang n et
montrons le au rang n + 1.
On a, pour tout x > 0,

1 1 1 1 1
n+1 _ n)\/ _ —1/x —1/x p/ _ 1/
(@) = (f™) (@) = € /" P, (x) L /*P, (x) =e V7P (x)
avec Poy1(X) = X2P,(X) — X2P!(X).
Par ailleurs, on a, pour tout n € N, limxﬁg f)(z) = 0 et pour z < 0, on a toujours (™ (x) = 0. On en
x>

déduit donc que
lim o fM™(@) =0

Finalement f(™(0) existe et on pour tout n € N, on a f(™(0) = 0. Par conséquent, f est de classe C™
sur R.

2) Pour répondre & cette question, nous allons tout simplement construire cette fonction.
On considére 'application

g:R—=>R Y
Q) = f(=))

T ——— 0 |

fr@) 1

Cette application est de classe C*° sur R comme composée de fonctions de classe C'°° sur R. De plus,

Vz <0, g(x)zwzl

J(f(1))
et
Ve>1, f(1)—f(x) <0 = f(f(1)—f(z)) =0 = g(z)=0

Finalement, l’application ¢ : R = R, z + g(z — 1)g(—z — 1) convient.

3) Pour répondre a cette question, on va devoir poser quelques trucs ...
On pose, pour tout n € N,

on() = 2"p(2)

On note M,, un majorant de |¢n|, |©h ;- \gogl"_l)| sur R, et on choisit une suite réelle (A, )nen telle que
. B |an| My,
A > 1, VneN, nEIJIrloo)\n = 400, Z B converge

Montrons que la fonction f:x — Z::é anxp(A,x) est bien définie, de classe C*° sur R et vérifie

()
fT(O) = a, pour tout n € N :

Remarquons que comme les ¢, sont a support compact, M, existe bien, et pour le choix de \,, on
peut prendre
YneN, A\, =1+n2(1+|a,|M,)

On remarque également que la fonction f est bien définie en x = 0 mais également pour = # 0 car les
termes sont nuls & partir d’un certain rang (dés que |A,z| > 2, ce qui est possible car lir}rl An = +00).
n—-+0oo

Maintenant, montrons par récurrence sur p € N que f est de classe C? sur R et que 'on a

+oo
) = anX P (\az) (1)
n=0

Pour p = 0, (f) n’est rien d’autre que la définition de f, et la série (1) converge normalement car

|G| My,

n

Vn > 1, |ap\,"on(Anx)| <
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et par hypothése la série ) % converge. On en déduit donc la continuité de f sur R.
Supposons donc le résultat vrai jusqu’au rang p et montrons le au rang p + 1.

On a
‘an‘Mn

n

Pour n>p+2, |a AP oD\ 2)| <

On en déduit donc que fP) est de classe C* sur R (donc que f est de classe CP™! sur R. Ainsi la formule
(f) est vraie au rang p + 1.

Enfin, pour « € [-1,1], on a @,(x) = 2", donc <p§,p) (0) = p! et P (0) = 0 pour n < p. Par consé-
quent, dans (1), on obtient
f(p)(o) = play
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