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1 Interpolation polynomiale

1.1 Interpolation de Lagrange

Théoréme 1 Soient aq,...a, n éléments distincts
de R, et soient by,...b, n éléments de R. Alors il
existe un unique polynome P de degré inférieur ou
égal an —1 tel que

Ce polynome s’appelle le polynéme interpolateur de
Lagrange relatif a la donnée aq,...a, et by,...b,. De
plus, il a pour expression

n n

X — as
P(X)ngiHai_Zj

=i
i#g

1.2 Erreur et convergence

Théoréme 2 Soient f : [a,b] — R une fonction de
classe C"* ) xq, ...z, n+1 points distincts de [a, b,
et P, € R,[X] le polynome interpolateur de f auzx
points g, ...xn. On pose I, (x) = [[; (X — ;).

Alors pour tout x € [a,b], il existe (, € [a,b] tel que

f(x) = Py(a) = I, () £ (¢,

(n+1)!

Remarque 3 Attention, on n’a pas nécesairement
une "bonne convergence” du polynéme interpola-
teur de Lagrange vers la fonction que l’on souhaite
interpoler. Un cas trés académique illustrant cette
mauvaise convergence est le phénomene de Runge.

Voir Figure 1.

Corollaire 4 En reprenant les mémes notations
que le théoéme précédent, on a donc

(@)oo

|f(x) = Pu()|

<

1.3 Application a lintégration nu-
mérique : Méthode de Newton-
Cotes [HUB2| p.1 — 8

Principe 5 On se donne une subdivision a = xg <
x1 < ... <zxy =b dun intervalle [a,b]. On a donc

/abf(x)dx = %

T Ty x — Tk
avec ay = "“; Eop

Une méthode de Newton-Cotes consiste a se don-
ner une formule de quadrature dite élémentaire de

N-1

Z(zk-&-l —mk)ﬁlf(ak)dt

k=0




la forme suivante :

1 P
/ g(t)dt ~ Y " wig(s;)
-1 i=0

ot s; désignent les p+1 points équirépartis sur l’in-
tervalle [—1,1] :

=1+ —
+2p

et d’approcher alors ff f(x)dx par

b 1 N-1 p
/a f(z)dw ~ 3 ];](xk—ﬁ-l — xp) ;Wif(xi,k)

Trp+1+Tk Tk41— Tk
3 TS

avec T, = 5

Proposition 6 La formule de quadrature élémen-
taire d’ordre p est obtenue en remplacant la fonction
g par son polynome d’interpolation de Lagrange auz
points s;. En notant L, le i*™¢ polynome d’inter-
polation de Lagrange associé aux points s; :

Li(z) = H

G ST

r—Sj

les formules de quadrature élémentaires sont par
conséquent données par

/ g(t)dt ~ Zg(sz)/ L;(t)dt ~ Zwig(sz
-1 i=0

-1 i=0
o W; = fil Lz(t)dt
Exemple 7 voir Tableau 1

Théoréme 8 Convergence des méthodes de
Newton-Cotes

Soit f une fonction Riemann intégrable sur un in-
tervalle de discrétisation [a,b]. On se donne une fa-
mille de discrétisation de [a, D]

Soit T} (f) la formule de quadrature d’ordre p asso-
ciée :
N—

1 b N
D) $k+1 - 9% Zwif(mi,k)
k=0 i=0

,_.

Alors TI'(f) converge vers f; f(x)dx lorsque le pas
h de la discrétisation tend vers zéro.

Théoréme 9 Erreur de quadrature

On note T[p b](f) la formule de quadrature d’ordre

p, associée & la discrétisation de [a,b], a = zy <

T <..<xny=0b:
| N2 »
T[Zﬁ(f) D) kz(xkﬂ — y) Zowif(xi,k)
=0 i=

Si f est une fonction de classe CPTY, et si on note h
. P . _ h
le pas de la discrétisation h = k:%laXN|xk“ — 1,

alors

— TE ()] < Cpb— )P || )|

ot C), ne dépend que de p.

2 Approximation uniforme
[ML3an| p.141 — 144

Théoréme 10 Théorémes de Dini

1) Soit (fn) une suite croissante de fonctions réelles
continues et définies sur un segment I = [a,b] de
R. Si f, converge simplement vers une fonction f
continue sur I, alors la convergence est uniforme.
2) Soit (fn) une suite de fonctions croissantes
réelles, continues et définies sur un segment I =
[a,b] de R. Si f, converge simplement vers une
fonction f continue sur I, alors la convergence est
uniforme.

Proposition 11 La suite de polynomes (P, )nen
définie par

Py
PnJrl(u)

converge uniformément sur [0,1] vers la fonction

u > \/u.

Théoréme 12 Théoréme de Stone- Weierstrass
(forme réelle)

Soit (E,T) un espace topologique compact. Soit A
une sous-algébre de C(E,R) qui vérifie les deuz pro-
priétés suivantes :

(i) Pour tout couple (x,y) de points de E véri-
fiant x # y, il existe une fonction f € A telle que
F(x) # 1(y).

(ii) Les fonctions constantes appartiennent a A.
Alors, A est dense dans C(E,R) pour la topologie
de la convergence uniforme.

=0

= P,(u) + 3(u— P%(u)) Yu € [0,1]

Théoréme 13 Théoréme de Stone-Weierstrass
(forme complexe)

Soit (E,T) un espace topologique compact. Soit A
une sous-algébre de C(E, C) qui vérifie les trois pro-
Priétés suivantes :

(i) Pour tout couple (x,y) de points de E véri-
fiant x # y, il existe une fonction f € A telle que

flx) # fy)-
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(ii) Les fonctions constantes appartiennent a A.
(iii) Pour toute fonction f de A, la fonction conju-
guée f est dans A.

Alors, A est dense dans C(E,C) pour la topologie
de la convergence uniforme.

Théoréme 14 & Théoréme de Weierstrass #
Soit I un segment de R et f € C(I,C). Alors f
est limite uniforme sur I d’une suite de fonctions
polynome. [GOUan] p.284 — 286

Remarque 15 Le précédent théoréeme utilise dans
sa démonstration la convolution qui est définie plus
loin.

On peut également retrouver le théoréme de Fejér
que l'on verra par la suite.

3 Approximation locale : For-
mules de Taylor [GOUan]
p.73 — 75

Théoréme 16 Formule de Taylor-Lagrange
Soient n € N et f : [a,b] = R une application de
classe C™ sur [a,b], telle que f"F1) existe sur]a, b[.
Alors, il existe ¢ €]a, b],

f(b) = f(a’> + (b - a)f’(a) + ...+ Wf(”)(a)
(b—a)™*tt 4
- e e

reste de Lagrange

Remarque 17 Lorsque 0 appartient a lintervalle
de définition I, on a, sous les mémes hypotheéses,

va e I, 36, €]0,1],
fla) = f(O) +zf(0) +

f<">( )+

n+1 +1
A (e
Théoréme 18 Formule de Taylor-Young  Soient
n € N, I un intervalle de R et f : I — R une
application de classe C* sur I, telle que f("1)(a)
existe. Alors, lorsque h — 0, on a

fla+h)=fa)+hf'(a)+ ..+ %f(”)(a)
I hnt1 f(n+1 ( )+O(hn+1)
(n+1)!

Théoréme 19 Formule de Taylor avec reste
intégral

Soient n € N et f : [a,b] = R une application de
classe C" 1 sur [a,b]. Alors,

(b*a)

f) = fla)+ (®—a)f'(a) + ... + ———f"(a)

b n
w [

4 Développement en série en-
tiére

4.1 Définitions et premiéres proprié-
tés [GOUan]| p.236-239

Définition 20 On appelle série_entiére de variable
complexe, toute série de fonctions de la forme

E anz"

neN

ot z est une variable compleze et (an)nen est une
suite & valeurs dans C.

Proposition 21 Lemme d’Abel

Soit ZneN anz™ une série entiére et zg € C tel que
la suite (an2l)nen soit bornée. Alors

(i) ¥z € C, |z| < |z20], la série ), .y anz"
lument convergente ;

(ii) Vr > 0, 0 < r < |20], la série ), yan2" est
normalement convergente dans {z € C | |z| <r}.

est abso-

Définition 22 Soit
Le nombre

neN anz™ une série entiere.

R =sup{r >0 | (anr™)nen est bornée}

s’appelle le série
ZnGN a‘”zn‘

Le disque ouwvert {z € C | |z] < R} est appelé
disque de convergence de la série entiére.

Si R = +4oo, la somme de la série entiére
Y nen @nz" définit une fonction de C dans C ap-

pelée fonction entiére.

rayon de convergence de la

Proposition 23 Soit )y a,2" une série entiere
de rayon de convergence R. Alors

(i) Si |z| < R, alors la série ), .\ anz" est absolu-
ment convergente,

(ii) Si |z| > R, alors la série Y, o an2"
gente.

(iii) Yr >0, 0 < 7 < |20|, la série Y yanz" est
normalement convergente dans {z € C | |z| < r}.

est diver-

Théoréme 24 L’application z +— ), yan2™ est
continue sur le disque de convergence {z € C | |z\ <
R}.

n

Proposition 25 Soient ) _anz" une série en-

tiere et zg € C telle que la série

§ n
anzg

neN

z

est convergente. Alors la série entiére de variable
t, Y nen AnzGt" converge uniformément sur le seg-
ment [0, 1] et la somme est continue sur ce segment.
[DTZ] p.321-322
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Théoréme 26 L’application

est de classe C'. La série entiere Y., . nay,z""' a

méme rayon de convergence que Yy z", et on
a

neN n

g NaApT

Corollaire 27 La somme f de la série entiére
Y onen @nz" est de classe C™ sur | — R, R[. De plus,
pour tout p € N, f®) est la somme sur | — R, R|
d’une série entiére de rayon de convergence R > 0.
En outre,

Vz €] — R, R],

()
WpeN, ay= L p'(o)
Ainsi,
X )
VzeC, f(z) = Z / (O)zp

p=0 r!
Corollaire 28 Soit f la somme de la série entiére
Y nen @nx™ de rayon de convergence R. Alors la sé-
rie entiére ZnEN P 2" a pour rayon de conver-
gence R et si F' désigne la somme de cette derniére,
on a F' = f sur|— R,R].

4.2 Fonctions développables en série
entiére [GOUan]| p.240-241

Définition 29 Une fonction (de la variable réelle
ou complexe) & valeurs complexes définie dans un
voisinage de 0 est dite développable en série entiére
sur un voisinage de 0 si sur ce voisinage, f coin-
cide avec la somme d’une série entiere de rayon de
convergence non nul.

Proposition 30 Développement en série entiére
des fractions rationnelles
Soit zg € C\{0}. Pour tout z € C tel que |z| < |zo|,

S

+oo n!
n=p—1 (n—p+1)!

zZ— 20
Pour tout p € N*,

1 _ __(=1*
(z—z0)P — zg(p—l)!

n—p+1
Z
()

Proposition 31 Soit I un intervalle de R conte-
nant un voisinage de 0. Une fonction f : I — C de
classe C™ est développable en série entiére sur un
voisinage de 0 si et seulement sl existe o > 0 tel
que la suite de fonctions (Rp)nen définie par

~ ()
_Z - k
k=0

Rn(m) =

tende simplement vers 0 sur | — a, af. La série en-
tiere
T £ (0)
n!

a alors un rayon de convergence supérieur ou égal
a « et fest égale a la somme de cette série entiére
sur | — a, af.

Exemple 32 La fonction
f:R—=>R

e_%
T +—
t

est de classe C*° sur R, mais ne coincide pas avec
sa série de Taylor (pour tout n, on a f™(0)=0).

st x>0
stx <0

Y

0

Proposition 33 Soient I un intervalle de R conte-
nant un voisinage de 0, une fonction f : I — C de
classe C*° et R, lapplication définie comme précé-
demment. Alors

Maia (@)™
(n+1)!
ot pour tout n et pour tout x € I, My11(x) est un

majorant de |f" V| sur le segment [0,x] si x est
positif et [x,0] si z est négatif. [DTZ] p.327

Vz €I, |Ra(x)| <

Proposition 34 Soit f une fonction de classe C'*°
sur un intervalle ouvert I =] — a, af avec a > 0, et
s’il existe p >0 et M € Ry tels que

Mn!

(n) (5
@< =5

alors f est développable en série entieére en 0 sur
Uintervalle | — R, R[ ot R = min(«, p). [ELAM]
p.250

Ve el, VneN,

4.3 Développement en série entiére
de fonctions usuelles [DTZ] p.327
— 331

Proposition 35 Développements en série entiére
classiques :

eVZER,
Ik
Z "
En particulier, e = Z:()) %
o Vo E]R, Y 6] _171[7
a — 1

a—k—i—l)xk

(14 —1+Z
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e Pour a =1 et en primitivant, Vo €] — 1, 1],

oo (—1)k+1

In(1+2) = Z Tl‘k
k=0
) . - 400 (71)k+1
En particulier, In(2) = 3”0 ~—+
4.4 Fonctions classiques définies

comme sommes de séries entiéres
[GOUan| p.243

Proposotion-Définition 36 La série entiére
n . .

Y onene o7 @ un rayon de convergence infini. On

définit l’exponentielle complexe par

n

>

neN*

Vz € C, €® =exp(z) =

Définition 37 On  définit  les  applications
cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique définies
sur C, notées respectivement ch (ou cosh) et sh (ou
sinh), par :

+oo an
exp(z) + exp(—=z) z
hz = =
e 2 2 (2n)!
T Lont
exp(z) — eXp
h =
e ZZ: 20 + 1)

Définition 38 On définit les applications cosinus
et sinus définies sur C, notées respectivement cos et
sin, par :

. . +oo n.2n
- -1
coss — exp(iz) +2€XP( iz) _ Z ( 2) Z'
n=0 ( ’I’L)
. . +oo n2n+1
— exp(— 1
siny — exp(iz) — exp(—iz) _ (=1)"z

2 Z (2n +1)!

n=0
5 Polynomes trigonométriques

5.1 Polynoémes trigonométriques
et séries trigonométriques

[ELAM2] p.170 — 173

Définition-Proposition-Rappels 39 (i) On
note Car l'ensemble des fonctions continues et 2m-
périodiques sur R, a valeurs dans C.

Muni de la norme

1 flloc = supl|f(z)| = sup |f(z)|
z€R z€[0,27]
(Cony ||-|loo) est un espace de Banach.

(ii) On note LY l’ensemble des fonctions 2m-
périodiques sur R, a valeurs dans C et qui appar-
tiennent a LY
Muni de la norme

= (55 [ Wrayia)

1/p

et st p=—+00

[ flloe = supess{|f(z)| ; « € [0,2n]}

z€R
(L5 11-]]p) est un espace de Banach Vp € [1,400].
(iii) Cor est dense dans (L5_.||.||p) ¥p € [1,+o0].
(iv) L2, muni du produit scalaire

1

e

(f.9) =

est un espace de Hilbert.
(v) Par linégalité de Hélder, on a les inclusions
suivantes

Cor CLY CLh C L)

Définition 40 Pour tout n € Z, on désigne par ey
l’élément de Cor donné par

en(a:) — einm

Proposition 41 La famille (en)nez est
un  systéme  orthonormal de L3,  appelé

systeme trigonométrique.

Définition 42 On appelle polynéme trigonométrique

toute combinaison linéaire finie d’éléments du sys-
teme trigonométrique.

Définition 43 Soit  (un)nez une famille de
nombres complexes. On dit que la série Zfz U,

. P o0
converge si chacune des séries Z: oUn et
+ _1 U—n converge, et on note la somme

+o0 400 “+o0
Zun = Zun +Zu—n
—00 n=0 n=1
On appelle série trigonométrique toute somme de la
forme
“+o0
Z aneznz
— 00

dont on définit la convergence comme indiqué ci-
dessus en prenant pour (up)necz la suite (Sp)nez
des sommes partielles symétriques d’ordre n :

(a, € C)

Application 44 Soient f € LY etn € Z. On
appelle n-ieme coefficient de Fourier de fle nombre
compleze c,(f) donné par

1 27

Cn(f) = % f($)€71nxdx

Soit f € L. On appelle série de Fourier de f la sé-
rie trigonométrique (formelle) 3% ¢, (f)ei™®, ou
en(f) sont les coefficients de Fourier de f.

Toute série de Fourier est une série trigonomé-
trique, mais la Téciproque est fausse! Exemple :

Zn21 cos(nx)
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Théoréme 45 Pour f € Co, et tout € > 0, il existe
un polynéme trigonométrique P tel que ||f — P||a <
€.

Théoréme 46 Le systéme trigonométrique
(en)nez est une base hilbertienne de L3, .

Théoréme 47 Formule de Parseval

Si f e L3, alors

1) (Sn(f)) converge vers f en moyenne quadra-
tique :

Jlimlow(f) = fll2 =0,

(i.e.)

400

Z cn(f)en dans L3,

n=—oo

f=

2) On a la formule de Parseval

+oo

1A =D leal )

n=—oo

5.2 Noyaux de Féjer, de Dirichlet
et convergence [ELAMZ2]| p184 —
192

Définition 48 Pour f,g € L3, le produit de
convolution frg au point x, quand il existe, est
donné par

2w

frg@) = [ - 2)g(x)at

2T 0
Définition 49 La fonction

N

> en (NeN)

n=—N

Dy =

ol en(x) = €™ est appelé le noyau de Dirichlet
d’ordre N.

Proposition 50 (i) Dy est une fonction paire,
27 -périodique, et vérifie
1 s

o | Dy(z)dz =1

(ii) Dn est un prologement par continuité a R de
la fonction
sin(N + 3)x

R/27Z — R
LR wo = e

(iii) Pour tout f € L _, on a
Sn(f) = fxDn

Définition 51 La fonction

N-1

1 *
KN:N Dj (NEN)

Jj=0

ol e, (z) = e est appelé le noyau de Fejér

d’ordre N.

Proposition 52 (i) Ky est un prologement par
continuité a R de la fonction

1 (Nac) 2
sin( 552
R/27Z — R — | ——==
/277 — ,xHN<, )
(ii) Pour tout f € L} _, on a

N

= ﬁzsk(f):f*KN

k=0

on(f)

(i11) (Kn)N>1 est une approzimation de 'unité de
Li .
Théoréme 53 & Théoreme de Féjer #

En notant on(f) = év_l Sn(f), on a
1) Si f € Car, alors

||‘7N(f)”oo < ||f”<>07 et
i (o ()~ fll =0
2) Si felLb ,pel0,+oof, alors
llon (Ollp < [fllp, et

Jim [lo(f) = fllp =0
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Illustrations

MHN3AWHH3ano3

Qi§< + A?v fv+ ES (Y2 — 1) 070K o~ | (DE+(0)07 + (1-)8)F ~ | T=7% ‘0=1Ts 'T— =05 | uosdurg

=d
1= Im “H — 0m

((WHx)f + () f) (t — 1) O71E ~ ()b + (1-)6 ~ [=1Ts‘7T—=0s sozadedy,
1=d
2= 0m

A?v f(tw — i) 071~ (0)bg ~ 0= 0s O U0
0=d
¢ = om
0=4 —

() f(tw — THta) 707~ (1)6g ~ [=0s oy101p ®
0o=d So[sue10aY
2= 0m

(z)f (1x — THix) HQ\HMHW ~ (1—)bg ~ I— = 0s opnes ¢
0o=d So[sue109Y
a@@vm%\; ()b HH\% SJURIOIO0)) SOPOYIOIN

Tableau 1 : Formules élémentaires les plus classiques
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Le phénomene de Runge

8
{[* % % Pointsd'interpolation
7 Polyndme de Lagrange
Fonction f
6 -
5 -
4 4
3 -
2 -
1 -
04
-1 T T T T T T T T T T T T T T T T
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 1 : Phénomeéne de Runge
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Questions

Exercice : Démonstration formules de taylor + exo 6 p81 gouan

Solution :

Exercice : Soient f : [a,b] — R une fonction de classe C"*1, 2, ...z, n + 1 points distincts de [a, b], et
P, € R,,[X] le polynome interpolateur de f aux points g, ...z,. On pose I, (z) = [T} (X — ;).
Alors pour tout z € [a, b], il existe (, € [a,b] tel que

1

@)

f(z) = Pp(x) =
Convergence des méthodes de
Newton-Cotes
Soit f une fonction Riemann intégrable sur un intervalle de discrétisation [a,b]. On se donne une famille
de discrétisation de [a, b]

a=axh<ah <. <al=b
de pas h = max |z, — x|
p k:074.17N| k+1 |

Soit T]f (f) la formule de quadrature d’ordre p associée :

N—-1

1 p
=3 (@} 41 —xﬁ)zwz‘f(l‘?,k)
1=0

k=0

Alors T)(f) converge vers f: f(x)dz lorsque le pas h de la discrétisation tend vers zéro.
Erreur de quadrature

On note T[p 0 (f) la formule de quadrature d’ordre p, associée a la discrétisation de [a,b], a = xo < 21 <
.<zxzy=b:

H

N—
1
T[IZ B\ )Ty (Th41 — k) Zwif(zi”“)
k=0 =0

Si f est une fonction de classe CP1!, et si on note h le pas de la discrétisation h = nax xZ_H — Tk,
=0,...,N

alors

w =T ()] < Cplb— a)hP | fPHD]|

ott Cp, ne dépend que de p.

Solution :
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