Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues.
Exemples.

Mohamed NASSIRI

Notre point de départ est la notion d’espace métrique : un ensemble £ muni d’une distance d sur F.
On va prendre en particulier, F un K-espace vectoriel (abrégé K-e.v.) (K = R ou C) et considérer une
autre application sur F : une norme. Gréace a cette norme, on peut définir une distance d par : Vz,y € F,
d(z,y) = ||z — yl||, et ainsi, un espace vectoriel normé est muni d’une structure d’espace métrique.

Dans les espaces vectoriels normés, les applications linéaires jouent un réle particulier et sont facilement
manipulables. Par exemple, leur continuité est entiérement déterminée par leur continuité en 0. Mieux,
elles sont lipschitziennes (donc en particulier uniformément continue). Ce qui est bien évidemment faux
dés que lapplication n’est plus linéaire comme le montre la fonction = — /z de Ry dans Ry qui est
uniformément continue mais pas lipschitzienne.

Parmi les applications linéaires, les formes linéaires sont trés utiles car elles permettent de caractériser
les hyperplans. En effet, tout hyperplan H d’un espace vectoriel normé E s’écrit comme le noyau d’une
forme linéaire ® non nulle de E* (et réciproquement!).

En dimension finie, on a le remarquable théoréme de Riesz qui nous renseigne sur la dimension d’un
espace normé (E, ||.||) & partir de la compacité de sa boule unité fermée By g(0,1) = {z € E | ||z|| < 1}.

Dans la grande famille des espaces vectoriels normés (en dimension infinie notamment), il y a deux
catégories importantes : les espaces de Banach et de Hilbert. Les espaces de Hilbert sont une généralisation
a la dimension infinie des espaces euclidiens. Ils sont particuliérement intéressants car on a un petit plus
géométrique dans ces espaces : orthogonalité, projection sur des sous-espaces, etc.

Pour comprendre le cheminement des espaces vectoriels aux espaces de Banach et de Hilbert, on peut
s’aider du diagramme suivant :

‘ Espace de Banach ‘ e ‘ Espace de Hilbert ‘

T T
[si lespace est complet pour H|U — [Si lespace est complet pour ||||j

T T

‘ Espace normé ‘ _— ‘ Espace préhilbertien‘
T T

Norme ||| (Norme ||| = /T
/l\

T ’ Espace vectoriel muni d’un produit scalaire

/]\

‘Espace Vectoriel‘ —_— [Produit scalaire (., )]
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Théoréme de Riesz-Fischer
Projection sur un convexe fermé

Dans toute la lecon, K =R ou C.

1 Définitions et premiéres pro-
priétés

1.1 Espace vectoriel normé [ML3an]
p.107-108

Définition 1 Un espace vectoriel normé est un
couple (E,||.||) ot E est un espace vectoriel sur K
et ||.|| est une norme sur E, c’est-a-dire une appli-
cation de E dans R, telle que :

1.Vz e E, ||lz|| =0 2=0;

2.Vx e E, VA ek, ||\z|| = |A| ||z ;

5. ¥,y € B, ||z +yll < |l + Ilyll

Exemple 2 L’application z — |z| est une norme
sur C.

Définition 3 Soit E un espace vectoriel. Deux
normes ||.||1 et ||.]|2 sur E sont équivalentes si

NpeRL Ve B, Mzl < lzflz < pllzl)

1.2 Exemples [ML3an] p.109-113

Proposition 4 Pour tout x = (xi)ie[[l,n]] € K™, on
définit ||.||oo par

lalloe = max o

et, pour p € [1,+00l, ||.[|, par

n 1/p
||y = (Z xi”)
i=1

K™, ||llp), p € [1,+00] est un espace vectoriel
norme.

Proposition 5 Soient E un ensemble et (F,||.||r)
un e.v.n. L’espace des applications bornés B(E, F)
muni de l'application N, de B(E,F) dans Ry défi-
nie par

VfeB(E,F), Nu(f)= sugl\f(x)llF
x€
est un espace vectoriel normé.

Proposition 6 Soient (E,||.||g) et (F,||.||r) deux
e.v.n. Alors Uespace des applications continues bor-
nées CE(E, F) est un espace vectoriel normé pour la
norme N,.

Proposition 7 Soient a < b deuxr réels. Pour
tout f dans l’ensemble des applications continues

C%a,b],K), on définit ||.||oc par
[[flloc = sup [f(z)]

z€la,b]

et, pour p € [1,4o0[, ||.||, par

b 1/1’
1£1lp = ( / f(t)l”dt>

C°([a,b],K), ||.]lp), p € [1,400] est un espace vec-
toriel normé.

Proposition 8 Pour tout © = (2y)nen dans les-
pace S des suites a valeurs dans K, on définit ||.||co
par

Il = maxf|

et, pour p € [1, 400, ||.||, par

00 1/p
|zllp = <Z |$n|p>
n=0

On pose alors
I ={zeS|||z|le < +o0}
Vpel,+oof, P={zeS||z|p, <+oo}
co={x eS| wgrfoomn =0}

coo={zr €S |3IN, eN,Vk > N,, z; =0}

1. (@, ||.llp), p € [1,+00] est un espace vectoriel
NOTME.
2. (co, ||-1loo) €t (coo, ||-||oc) SONE des espaces vecto-

riels normés.

1.3 Applications linéaires continues
[ML3an] p.115-118

Définition 9 Soient (E, Ng) et (F,Np) deuz K-
e.v.n. On note L(E, F) l'ensemble des applications
linéaires et continues de E dans F.

Proposition 10 Soient (E, Ng) et (F,Ng) deuz
K-e.v.n. et f une application linéaire de E dans F.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue.

(i) f est continue en 0.

(iii) [ est bornée sur Bg(0,1).
(iv) a > 0 tel que || f(x)||Fr < al|z||E, Y2 € E.
(v) f est lipschitzienne.

Exemple 11 L’application

Idor : (C°(10, 1], R), [|-lloc) = (€°([0,1],R), [[.[]1)
est linéaire continue. En revanche, l’application
Idiso @ (C°(10,1],R), [|.1l1) = (€°([0, 1], R), [|.]|oc)

n’est pas continue.
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Proposition 12 Soient (E,Ng) et (F,Np) deux
K-e.v.n. Pour tout f € L(E,F), on définit
Il ece,r) par

lee,ry = sup |If(2)|lF

rEE

lelle<1
(L(E, F),||.|lz(p,F)) est un espace vectoriel normé.
Exemple 13 Dans [’exemple précédent, en no-
tant, Ex = (C°([0,1],R),[l.llc) et E1 =
(€°([0, 1], R), [|111)- On a [[1d||z(p..B)) = 1.
Proposition 14 Soient (E,Ng), (F,|.||r) et

(G,]le) trois K-e.v.n., f € L(E,F) et g
L(F,G). Alors go f € L(E,G) et ||lgo fllze.0)
lgllcm.allfllcce,r

IA M

Corollaire 15 Pour u € L(E) inversible, on a

=1

1.4 Formes linéaires [ML3an| p.119-
120

Définition 16 Soit (E, Ng) un K-e.v.n.

Une forme linéaire est une application linéaire de E
dans K. On note

E* = L(E,K) l’ensemble des formes linéaires de E
dans K, et

E’=L(E,K) [’ensemble des formes linéaires et
continues de E dans K.

Proposition 17 (i) Un sous-espace H de E est un
hyperplan de E si et seulement s’il existe une forme
linéaire ® non nulle de E* telle que H = Ker®.
(i1) Une forme linéaire non nulle est complétement
déterminée par la donnée de limage d’un vecteur
n’appartenant pas a son noyau.

(iii) Deux formes linéaires non nulles sont pro-
portionnelles si et seulement si elles ont le méme
noYau.

Proposition 18 Soient (E, Ng) et (F, Nr) un K-
e.v.n. et ® une forme linéaire non nulle sur E. Alors
H = Ker® est fermé si et seulement si ® est conti-
nue.

Proposition 19 Soient F un hyperplan fermé d’un
R-e.v.n. E et ® une forme linéaire continue telle que
F = Ker®. Alors, le complémentaire E\F posséde
deuzr composantes connezes

Cy={x€E|®(x)>0}, et

C_={zecE|®x) <0}

qui sont convexes.

2 Espaces normés de dimen-
sion finie [ML3an] p.121-118

Proposition 20 Soit E un espace vectoriel de di-
mension finie sur K. Toutes les normes sur E sont
équivalentes.

Proposition 21 Soient (E, Ng) un espace normé
de dimension finie et (F, Ng) un espace normé quel-
conque. Toute application linéaire f de E dans F est
continue.

Proposition 22 Soit (E,Ng) un espace normé.
Tout sous-espace A de dimension finie de E est com-
plet, donc en particulier fermé.

Théoréme 23 Théoréme de Riesz

Un espace normé (E,||.||) est de dimension finie si
et seulement si la boule unité fermée By g(0,1) =
{z € E | ||z]| <1} est compacte.

Corollaire 24 Les compacts d’un espace normé
(EL|].]|) de dimension finie sont exactement les fer-
més bornés.

3 Espaces de Banach et de Hil-
bert

3.1 Espaces de Banach

Définition 25 Un espace vectoriel normé complet
s’appelle un espace de Banach. [GOUan] p.20

Théoréme 26 Soient (E,d) un espace complet, et
(un) une suite de Cauchy de E. Si la série ), < un
est absolument convergente, alors elle est conver-
gente. [DTZ] p.260

Théoréme 27 & Théoréme de Riesz-Fischer &
LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < +oc.
[BRZ] p.57

3.2 Espaces de Hilbert

3.2.1 Définitions et premiéres propriétés
[ML3an] p.324 — 326

Définition 28 Un espace de Hilbert (H,{.,.)) sur
K (= R ou C) est un K-espace vectoriel H muni
d’un produit scalaire (.,.) tel que l’espace vectoriel

(H, ||| = /{.,.)) soit complet.

Exemple 29 1) K" muni du produit scalaire
(x,y) = D p_, KUk est complet pour la norme as-
sociée.

2) L?(X, i, C) est complet pour la norme définie par

11l =/ Sx LF1P

3) 1>(I,K) est complet pour la norme définie par

1= v/ 2ker 2kl
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Proposition 30 Identité de polarisation

Soit (H,(.,.)) un K-espace de Hilbert, et soient
x,y € H.

Si K =R, alors

_ 4yl + [l -yl

(z,y) 5
Si K =C, alors
z+y|?+ |z —yl?
gy Lol =
L il iyl = e = il

4

Proposition 31 Identité du parallélogramme
Soit (H,{.,.)) un K-espace de Hilbert, et soient
x,y € H. Alors,

[l + yl? + [lo = y|* = 2(/[«[]* + [ly]]*)

3.2.2 Orthogonalité [ML3an] p.326 — 330

Définition 32 Deux éléments x,y € H sont dits
orthogonauz si (x,y) = 0. On note x_Ly.

Deuz parties A, B C H sont dites orthogonales si
(x,y) = 0 pour tout x € A et pour tout y € B. On
note A1 B.

Proposition 33 Pour toute partie A C H, on note
AL = {zc H | Vye A, (o,y) = 0}

AL est un sous-espace vectoriel fermé de H, appelé
orthogonal de A dans H qui vérifie

1) si BC A, alors A+ C B+

2) Ac (Ah)+

3) At = AL

4) At =vect(A)*+ = vect(A)L

5) vect(A) N AL = {0}

Théoréme 34 & Projection sur un convexre fermé
& Soient H un espace de Hilbert réel et K C H un
convezxe fermé non vide.

Alors Vx € H, il existe un unique u € K tel que

(4)

[l — ul| = minflz — y]]

De plus, u est caractérisé par la propriété :
ueK et (zx—uy—u)<0VyekK

(i)

Le point uw € K est appelé projeté orthogonal de x
sur I et est noté pg(x).

Théoréme 35 Projection sur un sous-espace
fermé Soient K un sous-espace fermé d’un espace
de Hilbert H et x € H. Alors pour tout y € H, les
conditions suivantes sont équivalentes :

1)y € pr(x)

2)ye K et(x—y)e K+

Proposition 36 Soit K un sous-espace fermé d’un
espace de Hilbert H. Alors lapplication px : H —
H,z — pg(x) est une application linéaire continue
qui vérifie :

1) px °©PK = PK

2) Impx = K et Kerpg = K+

8) Idg — px est la projection sur K=+

4) Kerpg & Impg = H

Corollaire 37 1) Si L est un sous-espace vectoriel
fermé de H, alors L& L+ =H

2) Si A C H est une partie quelconque de H, alors
vect(A) @ A+ = H et (A+)+ = vect(A). En parti-
culier, si A = K est un sous-espace vectoriel de H,
alors

KoKt=H e (KY)*=K

3) Si K est un sous-espace vectoriel de H, alors K
est dans H si et seulement si K+ =0

Corollaire 38 Un sous-espace vectoriel K de H
est dense dans H si et seulement si toute forme
linéaire continue sur H et nulle sur K est nulle sur
H.

3.2.3 Polynoémes orthogonaux

Définition 39 Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert.
Une famille (e;)ic1 de vecteurs de H est dite

1) orthogonale si (e;,ej) = 0 pour tous i,j € I tels
que i 7 j

2) orthonormée si (e;,e;) = d;; (ot &;; est le sym-
bole de Kronecker)

3) totale si vect((e;)icr) est dense dans H.

On appelle base hilbertienne de H une famille or-
thonormée totale de vecteurs de H. [ML3an] p.331

Proposition 40 1) Toute famille orthormée est
libre

2) (e;)ic1 est une famille totale si et seulement si
la condition ({(x,e;) = 0 pour tout i € I) implique
x = 0. [ML3an] p.331

Définition 41 Soit I un intervalle de R. On ap-
pelle fonction poids une fonction p : I — R mesu-
rable, strictement positive et telle que

Vn € N, / |z|"p(x) dz < +o0
T

On note L*(I, p) l'espace des fonctions de carré in-
tégrable pour la mesure de densité p par rapport a
la mesure de Lebesgue. [OBJ] p.110

Théoréme 42 & Base hilbertienne des polynomes
orthogonaur & Soit I un intervalle de R et p une
fonction poids. S’il existe o > 0 tel que

/e"““lp(x) dz < +o0
I

alors la famille des polynémes orthogonaux associée
@ p forme une base hilbertienne de L*(I,p) pour la
norme ||.||,. [OBJ] p.140 — 143
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Questions

Exercice : Montrer que tout espace vectoriel normé F de dimension finie est complet.

Solution : On va proposer deux méthodes.

Méthode 1 : Notons n = dimF, il existe un isomorphisme linéaire ¢ de K" sur E. Comme on est en
dimension finie, ® est continu, et méme uniformément continu (car lipschitzien).
Par ailleurs, R™ est complet, donc ®(R"™) = E est également complet.

Méthode 2 : Soit (un)nen une suite de Cauchy de E. Elle est en particulier bornée, et de ce fait, il
existe r > 0 tel que {u,, n € N} C By g(0,7). Or la boule By g(0,7) est compact (car fermée et bornée),
donc toute suite de By g(0,7) admet une valeur d’adhérence. Par ailleurs, toute suite de Cauchy qui
admet une valeur d’adhérence converge, donc la suite (uy,)nen converge dans By g(0,r) (car fermée) donc
dans E. Ainsi E est complet.

Exercice : Montrer que coo C I C 12 C ¢y 1™

Solution : Toutes les inclusions sont évidentes, sauf I' C [2. Montrons donc cette inclusion :
Six €', alors
o0
lelli =D |zl < 400
n=0
et donc lim z, = 0 (terme général d’une suite convergente). Ainsi, a partir d’'un certain rang N,

n—+400
|z,| < 1, et donc |z,|? < |z,|. Par conséquent, x € 2.

Montrons que ces inclusions sont strictes :

- ¢g € I*° : En prenant une suite constante non nulle x = (2, )pen, on a x € I et z ¢ cp.

) F 4 ; 1 1 .
- 12 C ¢y : En considérant la suite (ﬁ)neN, on a (ﬁ)neN € ¢o (car ngmoof 0) mais

2

=3 (5z) =%
n=0

n=0

3\'—‘

donc (ﬁ)neN ¢ 12

- 1! C I? : En considérant la suite (1),en, on a (1),en € 12,

=3 (1) i e

n=0
mais
[e ]
1
lolls =3 = = +o0
n
n=0

done (5 )nen ¢ I

- coo € ! : En considérant la suite (#)RGN, on a (%)neN el car
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mais la suite (#)neN n’est manifestement pas nulle & partir d’un certain rang, donc (#)neN ¢ coo-

Exercice : Montrer que tout hyperplan H d’un espace normé est soit fermé, soit dense dans F.

Solution : Si H n’est pas fermé, il existe une suite (z,)neny C H telle que 11111 z, =1 € H\H. Or
n——+0o0

H étant un espace vectoriel, doncg est aussi un espace vectoriel. Par conséquent, K C H. De plus,
E= KI + H C H et l'inclusion H C E étant évidente, on a F = H, et ainsi H est dense dans F.

CH cH
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