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Recasage :

eeeee 153 : Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en dimension
finie. Applications.
e e e e0 155 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
e e e 00 157 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
e e ¢ 0 0 154 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un espace
vectoriel de dimension finie. Applications.

Résumé :

La décomposition de Dunford s’inscrit dans le contexte de la réduction d’endomorphisme, et prouve que tout
endomorphisme u est la somme d’un endomorphisme diagonalisable d et d’'un endomorphisme nilpotent n,
les deux endomorphismes d et n commutant et étant uniques.

Ce n’est pas une « réduction » dans le sens ot elle n’est pas maximale : il est parfois possible de pousser
la décomposition en sous-espaces vectoriels stables plus petits.

Elle prend comme hypotheses que I’espace vectoriel est de dimension finie et que le polynéme minimal est
scindé, c’est-a-dire qu’il s’exprime comme produit de polynémes du premier degré. Cette seconde hypothese
est toujours vérifiée si le corps est algébriquement clos, comme celui des nombres complexes.

Prérequis :

Lemme des noyaux - Co-diagonalisation - Endomorphismes nilpotents

Théoréme des polyndmes annulateurs : Soit f € L(E) et F € K[X] tel que F(f) = 0. Soit
F =M ...M& la décomposition de Dunford en facteurs irréductibles de IK[X] du polynéme F.
Pour tout ¢, on note N; = KerM; (f). On a alors E = N1 @ ...N; et pour tout 4, la projection
sur N; parallélement & €5 joti Nj; est un polynéme en f.

Démonstration. e Montrons que les p; sont des projecteurs :
Le fait que E = N1 & ...N; provient tout simplement du lemme des noyaux.
Pour tout 4, on pose Q; =[] ki M Ja 7.0n remarque que tous les Q; sont premiers dans leur ensemble. D’apres
Pégalité de Bezout, il existe Uy...Us € K[X] tels que U1Q1 + ... + UsQs =1 .
Par suite, Uy (f) o Q1(f) + ... + Us(f) 0 Qs(f) = Idg
On pose P; = U;Q; et p; = P;(f). On a donc :

Idg = p; (1)
=1



Par ailleurs, pour tout ¢, F' divise Q;Q); donc
Vj #i,piopj = QiQ;(f) o U;U;(f) =0 (2)

D’apres (1), pour tout 4, p;, = >.i_, p; o pj et donc d’apres (2), p; = p7. On a donc bien montré que les p;
sont des projecteurs.

e Montrons que Imp; = N; :

On va procéder par double inclusion.
Soit y = p;(x) € Imp;. On a donc :

M (f)(y) = M2 (f) o P(f)(z) = Ui(f) o F(f)(z) =0

Ainsi Imp, CKer M (f) = N;

Soit maintenant z € N; =KerM; " (f). D’apres (1), z = Y.;_, pi(z), et pour tout j # i, p;(z) = U;(f) o
Q;(f)(xz) =0 car M divise @Q);, donc finalement = = p;(x) € Imp,.

On a donc montré que Imp; = N;.

o Montrons que Kerp; = @j;ﬁi Nj -

Pour tout j # i, soit € Nj, alors p;(z) = U;(f) 0 Qi(f)(x) = 0 car M;** divise Q;. Donc P;_; N; C Kerp;.
Soit enfin € Kerp;. D’apres (1), =37, pj(x), et donc = € P4, N;.
Finalement, Kerp; = @j# N;. O

Décomposition de Dunford : Soit f € L(E) tel que son polynéme caractéristique x s soit
scindé sur K. Alors, il existe un unique couple (d,n) d’endomorphismes tel que :

() d est diagonalisable, n est nilpotente.

(it)) f=n+detdon=mnod.

De plus, d et n sont des polynomes en f.

Démonstration.

FExistence.

Le théoréme précédent va faire une bonne partie du travail.

Comme X est scindé, il est de la forme xy = []]_; (X — \;)* et pour tout i, on pose N; =Ker(f — ;).
Avec les notations du théoréme précédent, on a F' = x et pour tout 4, M; = (X — \;), puis p; = P;(f) est
le projecteur sur N; parallelement a EB].# Nj.

Posons (encore...) d = >"7_, Aipi(z) (et donc d est diagonalisable car les projecteurs sont co-diagonalisables)
et (enfin!) n=f—d=>3"_,(f — NId)p;(z).

Montrons que n est nilpotente.

Comme les p; sont des projecteurs (p; = p?), commutent avec f (car ce sont des polyndmes en f) et que
p; op; =0 pour ¢ # j, on a donc :

S

Vg € N*,n? = (f — AiId)pi().
i=1

En prenant ¢ =sup;c;, on a (f — X\ Id)%p; = [(X — X;)?P;](f) = 0 pour tout i car xs divise (X — \;)?P; et
donc n? = 0.
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Par construction, d et n sont des polynoémes en f.

Unicité

Par 'absurde, supposons qu’il existe un autre couple (d’,n’) vérifiant (i) et (i7). d’ et n’ commutent avec f
(car f =d' +n') et donc avec d et n qui sont des polyndémes en f. Par suite, d et d’ sont co-diagonalisables,
ce qui entraine d — d’ diagonalisable.

Comme d —d' =n —n' et que n —n’ est nilpotente, on a donc d —d’ =n —n’ = 0 (car un endomorphisme
qui est diagonalisable et nilpotent, est nul). O

Remarques :

o Attention aux décompositions triviales de Dunford !

Exemple : A = <_01 1/2

_1/2> € M5(C). Sa décomposition de Dunford n’est pas :

(-1 0 (0 1/2
D‘(o —1/2>etN_<0 0)
Remarquer que D et N ne commutent pas ... C’est le piege classique! La matrice A est triangulaire,

donc on lit ses valeurs propres sur la diagonale. Comme elles sont distinctes, elle est diagonalisable et
donc la décomposition de Dunford de A est A = A + 0.

e Mises en garde sur le développement :
Attention aux différents indices j et @ ...
Attention aux multiplications qui deviennent des compositions
Attention également aux multitudes objets que ’on pose tout au long du développement ...
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