Utilisation de la notion de convexité en analyse.

Mohamed NASSIRI

La convexité est une notion topologique qui caractérise le fait que pour deux points A et B d’un
ensemble, tous les points du segments [AB] appartiennent & lensemble.

Puis, si par malheur notre ensemble n’est pas convexe, on peut toujours en faire un convere grace
a la notion d’enveloppe convexe. Cette notion n’est pas sans applications : le théoréme de Gauss-Lucas
nous dit que pour un polynéme non constant P € C[X], les racines de P’ sont dans ’enveloppe convexe
des racines de P. On a également le théoréme de Carathéodory qui nous dit que dans un espace E de
dimension n, tout point de I’enveloppe convexe d’une partie A C F est barycentre a coefficients positifs
de moins de n + 1 points de A.

On définit également les fonctions convexes Y
comme suit :

f: I = R est dite convexe si Va,b e I, VA € [0,1],
I =Na+ ] < (1= A)f(a) +Af(b)

Le lien avec les parties convexes est le suivant : une
fonction f est convexe si et seulement si I’épigraphe
de f est convexe.

On peut également une notion plus forte de
convexité : on dit qu'une fonction f : I — R% est
logarithmiquement conveze si la fonction logf est 0
convexe.

Les fonctions convexes (et concaves) nous permettent d’avoir des inégalités dites de converité. En plus
de l'inégalité arithmético-géométrique, on retrouve notamment :

Inégalité de Holder Inégalité de Minkowski
Soient p et g deux exposants conjugués. Pour tout Soient p > 1 un nombre réel. Pour tout nombres
nombres réels positifs ay,..., a, et by,..., b,, on a réels positifs ay,..., a, et by,..., b,, on a

n n 1/p n 1/q n 1/p n 1/p n 1/p
> aibi < (Z a ) (Z b?) <Z(ai+bi)”> < <Z af;) + (Z bf)
=1 =1 =1 =1 1=1

i=1

La convexité a une forte application & 'optimisation. Par exemple, dans les espaces de Hilbert, la
théoréme de projection sur un convexe fermé en est un trés bon exemple.

T

Le théoréme de Hahn-Banach géométrique est également un bon exemple d’application de la convexité.
On cherche en effet & séparer des convexes disjoints par un hyperplan et ce théoréme nous dit que c’est
possible avec un peu de "fermé" et de "compact". Une des applications de ce théoréme et qui nous fait
revenir aux enveloppes convexes est le résultat suivant : ’enveloppe convexe fermé d’une partie D est



égale a I'intersection des demi-espaces qui contiennent D.

& @

En revenant aux fonctions convexes, I’algorithme du gradient a pas optimal offre une belle application
de la convexité en analyse numérique. A partir d'une matrice A symétrique définie positive, b € R™ et
c € R, on peut alors les problémes suivant sont équivalents

Trouver x € R" tel que Az = b

Trouver z € R™ tel que f(x) = m]iRn f(y)
ye n

avec f(y) = (Ay,y) — (b,y) +¢, y R

On peut donc montrer que pour une matrice A symétrique définie positive, ’algorithme itératif

20 e R?, 70

=b— Az”

Rl = 2k o agr®
rhtl =k 4 ap Ark

l|7] I

Xk = Tark,rFy

appelé méthode du gradient a pas optimal est convergent.
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1 Parties et fonctions convexes

1.1 Parties convexes [GOUan| p.51
— 55

Dans cette partie, £ un K-e.v. (K =R ou C).

Définition 1 Soient A, B € FE. On appelle
segment d’extrémités A et B, et on note [A, B], len-
semble

{M+(1-XNB, Ae[0,1]}

Remarque 2 Dans un e.v.n.,
fermé.

un segment est

Définition 3 Soit C une partie de E. On dit que
C est conveze si pour tout (A, B) € C?, [A,B] C C.

Exemple 4 - Un s.e.v. est conveze.
- Une partie convexe est connexe par lignes brisées
donc conneze.

Proposition 5 Soit C un convere d’un e.v.n. E,

B (o)
alors C' et C sont convexes.

Proposition 6 Soit K un compact convexe d’un
ev.n. et f: K — K une application continue telle
que

V(z,y) € K2, [|f(z) = fW)l < llz — yll
Alors f admet au moins un point fize.

Définition 7 Une partie A de E est dite étoilée s’il
existe P € A tel que [P, M] C A pour tout M € A.
On dit alors que A est étoilée par rapport a P et P
s’appelle un centre de A.

Définition 8 Soit A une partie de E. Il existe
une plus petite partie convexe de E contenant A.
On Uappelle enveloppe conveze de A et on la note

Conv(A)
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1.2 Enveloppe convexe

Définition 9 Soit A une partie non vide de E. Le
convexe

Conv(A) =

N ¢

C convexe

AcCcC

= Min{C | C convezxe et A C C}

ot le minimum est considéré pour la relation d’ordre
C dans P(E).

Théoréme 10 L’enveloppe convexe de A est l'en-
semble des barycentres & coefficients positifs de
points de A.

Application 11 e Soit P € C[X] un polynome
non constant. Les racines de P’ sont dans ’enve-
loppe conveze des racines de P.

e Le plus grand entier n tel que les racines non
nulles de (X + 1) — X™ — 1 soient de module 1
est 7.

e Soit P € C[X] un polynéme non constant, A une
droite du plan complexe, Hy et Hs les deux demi-
plans ouverts limités par A. On suppose que P’ a
une racine dans Hy. Alors P(H;) = C.

Théoréme 12 Théoréeme de Carathéodory :

Si dimE = n alors tout point de l’enveloppe convexe
de A est barycentre & coefficients positifs de moins
de n + 1 points de A.

Corollaire 13 Dans un R-e.v.n. de dimension fi-
nie, l’enveloppe convexe d’un compact est compacte.

1.3 Fonctions convexes

Dans cette partie, I est un intervalle de R.

Définition 14 Une application f : I — R est dite
convezxe St

Va,be I, VA€ [0,1],
I =XNa+Ab] < (1—-X)f(a) + Af(D)

Elle est dite concave -f est convexe.
Lorsque l'inégalité est stricte pour A €]0,1[, on dit
que f est strictement convexe.

Remarque 15 L’%négalité de convexité dans la dé-
finition se traduit graphiquement par le fait que tous
les points du segment [(a, f(a)), (b, f(b))] sont au

dessus du graphe de f.

)

0 a b x

Définition 16 On appelle épigraphe d’une fonc-
tion f: I — R ’ensemble

Epi(f) :={(z,y) e I | y = f(2)}

Proposition 17 La fonction f est convexe si et
seulement si l’épigraphe de f est conveze.

Y

0 x

Proposition 18 Une application f : I — R est
conveze si et seulement si pour tout xo € I, 'appli-
cation

9z - I\{z0} = R
f(z) — f(zo)

T = Gz (‘T) =
Tr — X
est croissante.

Corollaire 19 Inégalité des trois pentes
Soit f: I — R une application convexe et a,b,c € T
tel que a < b < c. Alors

f®) = fla) _ f(e) = fa) _ fle) = F(b)
b—a - c—a - c—b
Y
Cy
0 a b c x
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Proposition 20 Une fonction convexe f : I — R
[e]

posséde en tout point de I une dérivée a droite
et une dérivée a gauche. Elle est donc continue

sur I (pas forcément aux bornes de I). De plus,
[e]

les applications fg’, et f} sont croissantes sur I et
flg(x) < fi(z) pour tout x € I.

Théoréme 21 Soit f : I — R une application dé-
rivable sur I. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) f est conveze.

(i1) [’ est croissante.

(#ii) La courbe représentative de f est au dessus de
ses tangentes.

Corollaire 22 Une application f : I — R deux fois
dérivable est convexe si et seulement si f"(x) > 0
pour tout x € I.

Proposition 23 Soit f : I — R une application
convexe. Alors, Vx1,...,x, € I, Vaq,...,a, >0

1] + ...+ oy, arf(zy) + ...+ anf(z,)
/ <
]+ ...+ ap

)+ ...+ ay
1.4 Fonctions logarithmiquement
convexes [GOUan] p.101-102
Définition 24 Soit I wun intervalle de R. On
dit qu’une fonction f : I — RL est

logarithmiquement conveze si la fonction logf est
conveze.

Proposition 25 Soient I un intervalle de R et
f I —=RY une application.

Si f est logarithmiquement convexe, alors f est
convexe.

Proposition 26 Soient I un intervalle de R et
f I — R une application.

f est logarithmiquement convexe si et seulement si
Papplication I — R%, & — f(x)c” est convexe pour
tout ¢ > 0.

Corollaire 27 Si f et g: I — R’ sont logarithmi-
quement convezes, alors f + g aussi.

2 Inégalités de convexité

2.1 Les classiques

Théoréme 28 Inégalité arithmético-géométrique
Soient 1, ..., x, des nombres réels positifs. On a

1+ ... +Tpn

)™ <
(21...220,) = n
Corollaire 29 Soit A € S;F(R). Alors

trA

detA)Y/™ <
(detA)™/™ < -

2.2 Inégalités de Jensen, de Holder
et Minkowski

2.2.1 Dans le cas discret [GOUan]| p.95-96

Définition 30 On appelle couple d’exposants
conjugués un couple (p,q) de réels strictement su-
périeurs & 1 qui vérifient

1 1

-+-=1

P q
On dit aussi que p est l’exposant conjugué de q.
Convention : L’exposant conjugué de 1 est +oo.
[ML3an] p.287

Proposition 31 Inégalité de Jensen

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I et
n € N*. Pour tout n-uplet (x1,..., ©,) de I et tout
n-uplet (A1,...,An) de [0,1] tel que > ")y Ap =1, on

a
f (Z Ak%) <> Ak f ()
k=1 k=1

[DTZ] p.127-128

Proposition 32 Inégalité de Hélder
Soient p et q deux exposants conjugués. Pour tout
nombres réels positifs ay,..., a, et by,..., b,, on a

n n 1/p n 1/q
o
i=1 i=1 =1

Proposition 33 Inégalité de Minkowski
Soient p > 1 un nombre réel. Pour tout nombres

réels positifs ay,..., a, et by,..., b,, on a
n 1/p n 1/p n 1/p
i=1 i=1 i=1

2.2.2 Dans les espaces L” [ML3an] p.287 —
289

Proposition 34 Inégalité de Holder
Soient p et q deux exposants conjugués, et f et g deux
fonctions mesurables de X dans [0, +00]. Alors

/ngdu < (/X fpdu>1/p (/X quu>1/q < +00

Si le second membre est fini, [’égalité a lieu si et
seulement s’il existe deux réels v et §, non tous deux
nuls, tels que l’égalité v fP(x) = 6g%(x) ait lieu p-
presque partout.

Corollaire 35 Soient p et q deux exposants conju-
JUES.

Si f € LP(X) et g € LYX), alors le produit fg est
dans LY(X), et on a

gl < [1£1lpllgllg

L’égalité a lieu si et seulement s’il existe deuz réels
v et §, non tous deuz nuls, tels que l’égalité v|f|P =
8|gl? ait lieu p-presque partout.
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Corollaire 36 Supposons que u(X) = 1. Alors,
pour toute f mesurable et 1 < p < g < 400, on
a

1£1l» < [1£1lq

Corollaire 37 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si f et g sont dans L*(X), alors

\ / fgdu’ < 1f1lpllglle
X

L’égalité a lieu si et seulement s’il existe deux réels
v et §, non tous deux nuls, tels que l’égalité vf = dg
ait lieu p-presque partout.

Proposition 38 Inégalité de Minkowski
Soient f et g deuz fonctions mesurables de X dans
[0, +0c]. Alors, pour tout p € 1, +0o0]

1F +gllo < 11f1lp + llgllo

Proposition 39 Inégalité de Jensen

Soient (X, M, u) un espace mesuré tel que pu(X) =
1 et f: X —]a,b] une fonction de L*(X). Alors, si
@ est une fonction convexe sur |a,b[, on a

@(/deu>S/X(sﬁOf)du

[ML3an] p.878

3 Applications a ’optimisation

3.1 Projection sur un convexe fermé
[BRZ] p.79-80

Théoréme 40 & Projection sur un conveze fermé
& Soient H un espace de Hilbert réel et K C H un
conveze fermé non vide.

Alors Vx € H, il existe un unique u € K tel que

[l —ull = minfle —y[| (i)
De plus, u est caractérisé par la propriété :
ueK et (t—uy—u)<0Vyek

(i)

Le point uw € K est appelé projeté orthogonal de x
sur K et est noté pg(x).

Corollaire 41 FEn notant, Pk (x1) la projection de
x1 sur K et de méme pour xs, on a :

Vay,z2 € K, ||Pr(21) — Pr(22)|] < [|lo1 — 2]

Remarque 42 Sur un dessin, le résultat est

évident.
Z1
pK(ﬂUl)
T1 — T2
pK(l‘z)
X2

Théoréme 43 Projection sur un sous-espace
fermé Soient K un sous-espace fermé d’un espace
de Hilbert H et x € H. Alors pour tout y € H, les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) y € pr(z)

2)ye K et (z—y)e K+

3.2 Meéthode de
p.208 — 212

gradient [DIM]

Théoréme 44 Soient A une matrice symétrique
définie positive, b € R™ et ¢ € R. Alors les pro-
blemes

Trowver x € R™ tel que Az = b
et

Trouver x € R™ tel que f(x) = m]iRn fy)
yeR™
avec f(y) = (Ay,y) — (b,y) +¢, yeR"

sont équivalents.

Définition 45 Pour une matrice A symétrique dé-
finie positive, l'algorithme itératif

20 eR”, 10 =b— Az"

oF = gk gk
rhtl =k 4y ArF
[Irell®

Xk = Tark Ry

est appelé méthode du gradient & pas optimal.

Théoréme 46 & La méthode de gradient ¢ pas op-
timal est convergente pour tout matrice symétrique
définie positive.

Lemme 47 & Inégalité de Kantorovitch #

Soient A une matrice symétrique définie positive,
de valeurs propres 0 < Ay < Ay < ... < \,. Alors,
pour x € R™, on a l'inégalité

A1+ An)?
S|4

(Az,2)(A™ z,x) < o,
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4 Théoréme de Hahn-Banach
géométrique [OBJ| p.97-133

Définition 48 Soit (H,{.,.)) un R-espace de Hil-
bert.
Un hyperplan est un ensemble de la forme

P={rcH| f(x)=0)

ot f est une forme linéaire sur H non identique-
ment nulle et a € R.

On dit que P est Uhyperplan d’équation [f = af.
[BRZ] p.4

Définition 49 Soient (H,{(.,.)) un R-espace de
Hilbert, A C H et B C H. On dit que Uhyperplan
H d’équation [f = «f sépare A et B au sens large si
lon a

flx)<a, VeeA et f(z)>a, VzeB

On dit que H sépare A et B au sens strict s’il existe
€ >0 tel que

flx)<a—e Ve e A et f(xr)>a+e YV EB

P

[BRZ] p.5

Proposition 50 Soient (H,(.,.)) un R-espace de
Hilbert, C C H wune partie non vide convexe et
fermé et x ¢ H.

On note H' l’ensemble des formes linéaires conti-
nues sur H.
Alors, il existe f € H' et a € R tels que

VyeC, f(xr)<a<f(y)

(a—z,.)=a

Théoréme 51 Théoréeme de Hahn-Banach

géométrique

Soient A et B deux convexes non vides disjoints de
H. On suppose que A est fermé et B est compact.
Alors, il existe un hyperplan qui sépare strictement
A et B (i.e.) qu’il existe f € H' tel que

iggf (z) < inf f(z)

Corollaire 52 Soit D une partie de H. Pour f €
H' et a € R, on note H(f,a) le demi-espace

H(f,a)={ye H| fly) <a}

Alors, l’enveloppe convexe fermé de D est égale a
Uintersection des demi-espaces qui contiennent D.

& @
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Questions

Exercice : Inégalités de Jensen, de Holder et de Minkowski

Dans le cas discret

1) Inégalité de Jensen Soit f une fonction convexe sur un intervalle I et n € N*. Pour tout n-uplet (z1,...,
z,) de I et tout n-uplet (A1,...,A,) de [0,1] tel que Y7 Ay =1, 0ona

f <Z Ak%) <> A f ()
k=1 k=1

2) Inégalité de Hélder Soient p et q deux exposants conjugués. Pour tout nombres réels positifs ay,..., a,
et by,..., by, on a

n n 1/p n 1/q
i=1 i=1 i=1

3) Inégalité de Minkowski Soient p > 1 un nombre réel. Pour tout nombres réels positifs ay,..., a, et by,...,

bp, on a
n 1/p n 1/p n 1/p
(Swnr) < (S0) = ()
i=1 i=1

i=1

Dans les espaces LP
4) Inégalité de Jensen Soient (X, M, u) un espace mesuré tel que u(X) =1 et f: X —]a,b[ une fonction
de L'(X). Alors, si ¢ est une fonction convexe sur Ja, b[, on a

so(/xfdu)</x(900f)du

5) Inégalité de Hoélder Soient p et ¢ deux exposants conjugués, et f et g deux fonctions mesurables de X

dans [0, +oc0]. Alors
1/p 1/q
/ fgdp < (/ f”du> (/ quﬂ> < +oo
p's X p's

Si le second membre est fini, I’égalité a lieu si et seulement s’il existe deux réels v et §, non tous deux
nuls, tels que 1’égalité v fP(x) = dg%(x) ait lieu p-presque partout.

6) Inégalité de Minkowski Soient f et g deux fonctions mesurables de X dans [0,+oc]. Alors, pour
tout p € [1, +o0]
1F + gl < 1F1lp + llgllp

Solution : 1) Pour commencer, remarquons que » ,_; A\yZp est un élément de I puisqu’il s’agit d’un
barycentre & coefficients positifs d’éléments de I. Donc f (3°;_; Axxx) est bien défini.
Montrons le résultat par récurrence sur n € N*. Posons la propriété P, :

Po t V(A1) €0,1]7, V(@1 e an) €17, Y =1 = f (Z)\kxk> < Mef ()
k=1 k=1 k=1

Initialisation : La propriété P; est vraie pour n =1 (A; = 1).

Hérédité : Soit n € N*. Montrons que P,, = Pp41.

Considérons un (n + 1)-uplet (z1,..., Tp41) de I et tout (n + 1)-uplet (A1,...,A\n41) de [0,1] tel que
Ak =1

— Si Apy1 =1: Alors Vk € [1,n], A\x =0, et donc

n+1 n+1
f (Z /\kl‘k> = f(@ni1) = Y S ()
k=1 k=1
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— Si Apg1 #1: Alors

n+1 n
E /\kxk - E )\kxk: + An-i—lxn-‘rl - n+1 § P — + )\n-‘rlxn—i-l
k=1 k=1 k= Ant1

et donc, la propriété P,, nous donne
n n
)\k )\k
- r < - r
f (g_l T xk) < Eﬁ T flxw) (1)

La fonction f étant convexe, on a

n+1 n
Ak
f <§ AMk) =f ((1 —Ant1) ) T, + )\n+193n+1>

k=1

<(1=Xng1)f (Z Akfﬂ}c) + A1 f(Tnt1)

k=1 1- )\7L+1

NIE

Mef (Tr) + Ang1 f(@ng1)

—~
—r
=
b
Il
=

On a donc bien montré que P, = Pp11.

2) Par concavité du logarithme, on obtient
1 1
Va,y >0, E 0gy<1g<x y) donc xl/”yl/qgf—i—g
p q p q p q
Cette inégalité est encore vraie lorsque x ou y est nul. Choisissons
al b?
T = =5 et y

1 a5 Zg 1 b;’

Sans perte de généralités, on peut supposer qu’au moins l'un des a; et I'un des b; sont non nuls (sinon
I'inégalité de Holder est évidente!). On en déduit donc

Q; bl CLIZ-D bq
| D =
1/p /¢ — pz . a q
(o) ™ () =
Puis en sommant sur ¢ de 1 a4 n, on a donc

Z:l:l azbl < _|_ _
(Cr a) P (o e T e g

—_

D’ou le résultat.

3) On aura besoin de l’inegalite de Holder. Si p = 1, 'inégalité de Minkowski est évidente. Sinon, on
pose q = p de sorte que + = = 1. Par I'inégalité de Holder, on a, d'une part,

n

p 1/q
sz .’171 +yz p ! (Za? ) (Z(ml +yi)Q(1)—1)>

i=1

et d’autre part,

1/p s p 1/q
Z iz +yi)? (Z yl ) (Z(l‘z + yi)q@—l))
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Puis, en sommant ces deux inégalités et en remarquand que p = ¢(p — 1), on a
n n 1/p n 1/p n 1/q
S < (z ) + (z y> (zm + y>>
i=1 i=1 i=1 i=1

Par suite, et sans perte de généralités, on peut supposer qu’au moins I'un des z; et I'un des y; sont non
nuls (sinon l'inégalité de Minkowski est évidente!). On a ainsi,

n n 1/p n 1/p
Z(-Ti +y)P 1< (Z xf) + (Z yf)
i=1 i=1 i=1

D’ou le résultat (puisque 1 —1/¢ = 1/p).
4) Comme f est convexe, les pentes sont croissantes (i.e.) pour tous a < s <t <wu < b, on a

p(t) = p(s) _ plu) = @(t)
t—s - u—t

Posons t = [ fdu. Alors a <t < b. Par ailleurs, considérons

t —
o= sup p(t) — »(s)
s€la,t] t—s
Par suite, on a donc

p(u) — o(t)

a <
u—t

Ainsi, pour tout u €]a,b[, on a
p(u) = ¢(t) + a(u —1)
En posant v = f(x), on a donc

p(f(2)) = ¢(t) —a(f(z) 1) =0

Comme ¢ est continue, la fonction o f est mesurable. En intégrant cette derniére inégalité (et en utilisant
le fait que u(X) =1et que t = [ fdu), on a

[ et - u(x)e0 - o ( [ - u(X)t) >0

w(/xfdu) < [ o pan

5) Par concavité du logarithme, on obtient

-«

Yu,v > 0, Yo €]0,1[, log(au+ (1 — a)v) > alogu + (1 — a)logy = logu® + logv' = = logu®v
puis, par croissance de la fonction logarithme, on a donc
uv T <ou4 (1 —-a)v (1)

Posons I = (fX f”du)l/p et J = (fX quu)l/q. Si I ou J est nul, alors la fonction correspondante est
nulle p-presque partout et donc 'inégalité est vérifiée. De méme, si I ou J est +00, I'inégalité est encore
vérifiée.
Supposons donc I € R} et J € RY. Pour # € X, posons
P q
we J@P o 9@)
TP Ja

En prenant a = /p et 1 — o = 1/q, 'inégalité (1) s’écrit

f(@)g(x) _1f()P  1g(x)?
IJ 55 I +§ Ja (%)
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La fonction x — f(z)g(z) étant mesurable, on obtient par intégration sur X :

1 / 1
| f@)gl@)dp(r) < -+ - =1
1J Jx ( Jdule) P g
D’ou le résultat.
Si , alors une condition nécessaire et suffisante pour d’égalité dans l'inégalité de Holder est que l'in-

4 2 . A s . . fP gq . ,
égalité (&) soit une égalité pour u-presque tout x (i.e.) que les fonctions 7 et 55 solent égales p-presque
partout. D’otu le résultat.

6) On peut supposer que ||f]|, et ||g||, sont finis, sinon l'inégalité est évidente.
On remarque que 'on a

\f+ gl =fIIf + 9P+ gllf + g7

En intégrant sur X, et en appliquant 'inégalité de Holder a chacun des termes du second membre (et en
remarquant que p = (p — 1)g), on obtient

1/q 1/q
[ 15+ grau < 1) ( / |f+g|(””qdu> liglly ( / |f+g|(””qdu)
X X X
1-1/p
= (11l + llglls) ( [ s +g|(”_1)qdu)

D’ou le résultat.

Exercice : Soient I un intervalle de R et f: I — R’} une application.

1) Montrer que si f est logarithmiquement convexe, alors f est convexe.

2) Montrer que f est logarithmiquement convexe si et seulement si I'application I — R%, x — f(z)c”
est convexe pour tout ¢ > 0.

3) Montrer que si f et g : I — R% sont logarithmiquement convexes, alors f + g aussi.

Solution : 1) Soient x,y € I et A € [0,1]. Par la log-convexité de f, on a donc
log[f(Az + (1 = A)y)] = Aogf(z) + (1 — A)log f(y)
puis, par concavité du logarithme, on obtient
Aogf(z) + (1 — Mlogf(y) < log[Af(z) + (1 — A)f(y)]
et enfin, par croissance de la fonction logarithme, on a donc
fOz+ (1= Ny) < Mf(z) + (1 =N f(y)

D’ou le résultat.

2) = : Ve > 0, Vapplication = — logf(x) 4 zlogc est convexe (c’est la somme de deux fonctions convexes)
(i.e.) x — log(f(x)c®) est convexe. D’aprés ce qui précéde, on en déduit que z — f(x)c” est convexe.

<« : Soient x,y € I et A € [0, 1]. Par hypothése, on a
Ve>0, fOhx+ (1= Ny)etE=NY <X\ f(2)e® 4+ (1= A) f(y)eY
Inégalité que 'on peut réécrire comme suit
e >0, fOw+ (1= N)y) S Af(2)c VO 4 (1= N f()t T = Af(@)a' T (1= N)f(y)a™ (bd)

avec o = Y.
Maintenant, on va tenter de minorer le terme de droite avec d’avoir la majoration la plus fine du terme
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de gauche. L’¢tude de la fonction a — Af(z)a'™ + (1 — ) f(y)a* montre qu’elle atteint son minimum
en a = f(b)/f(a) et que ce minimum vaut f(a)*f(b)'~>. Ainsi, dans (deé), on obtient

FOz+ (1= Ny) < fa) f(b)'
Par passage au logarithme, dans cette derniére inégalité, on a
log[f (Az + (1 = A)y)] < log[f(a)*f(0)' ] = log(f(a)*) +log(f(b)' ) = Alogf(a) + (1 — A)logf(b)
D’ou le résultat.
3) Sans le résultat de la question précédente, la question est trés difficile ... Par ce qui précéde, pour tout

¢ > 0, les applications  — f(z)c® et x — g(z)c® sont convexes, donc application = — (f(z) + g(z))c*
est convexe (c’est encore la somme de deux fonctions convexes) et ainsi f + ¢ est log-convexe.

Exercice : Hahn-Banach géométrique

Soient (H, (.,.)) un R-espace de Hilbert, C' C H une partie non vide convexe et fermé et = ¢ H.
On note H' ’ensemble des formes linéaires continues sur H.

1)a) Montrer qu’il existe f € H' et o € R tels que

VyeC, f(z)<a<f(y)

b) Soient A et B deux convexes non vides disjoints de H. On suppose que A est fermé et B est compact.
Montrer qu’il existe un hyperplan qui sépare strictement A et B (i.e.) qu’il existe f € H' tel que

sup f(z) < inf f(z)

z€EA

2) Soit D une partie de H. Pour f € H' et a € R, on note H(f, ) le demi-espace

H(f,a)={y € H| f(y) <a}

Montrer que ’enveloppe convexe fermé de D est égale a l'intersection des demi-espaces qui contiennent
D.

Solution : 1) Dans un premier temps, on va montrer que l'on peut séparer strictement un point d’un
convexe auquel il n’appartient pas, puis nous montrerons que 'on peut séparer un convexe fermé et
convexe compact.

a) Posons a = pc(x) la projection de z sur C et
I’application x

f=la—u.)

Comme z ¢ C, on a x # a, ce qui implique / (a—z,.) =«
fla—z)={(a—z,a—2)=|la—=z|*>0
et donc que f(a) > f(x)
De plus, la caractérisation angulaire de la projection nous donne
VyeC, (a—z,a—y)<0 & VYyel, (a—zx,a)<{a—x,vy)
f(a) fw)

Par suite, Vy € C, f(a) < f(y).
f(a

f@)+f(a)
2

En posant a = ,ona

Vye O, flz)<a<fla) < [f(y)
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b) Soient A et B deux convexes non vides disjoints de H. On suppose que A est fermé et B est compact.
Ramenons nous au cas précédent en posant C = B—A={b—a; a€ A, b€ B}.

Comme AN B = &, on a donc que 0 ¢ C. De plus, comme A et B sont convexes, C est convexe (}),
comme A est fermé et B est compact, alors C est fermé ({7).

Par conséquent, on peut donc séparer 0 et C, et ainsi il existe f € H' et a € R tels que
Yye B—A, 0<a< f(y)

(i.e.)
Vae A, Vbe B, f(a)+a< f(y)

Par suite,
supf(z) + a < inf f(z)
TEA zEB

Finalement,

zggf (z) < inf f(z)

2) Rappelons que lenveloppe convexe fermé de D, que 'on note Conv(D) est le plus petit convexe
fermé contenant D.

Soit Z I'intersection des demi-espaces contenant D. Alors Z est un convexe comme intersection de convexes.
C’est également un fermé comme intersection de fermés. Par conséquent Z est un convexe fermé et il
contient D, donc Conv(D) C T.

Pour montrer I'inclusion réciproque, on va montrer que Conv(D)c (@A
Soit 2 ¢ Conv(D), alors on peut séparer x et le convexe fermé Conv(D). Par ce qui précéde, il existe
f € H et aeR tels que

vy € Com(D), f(x) > o> f(y)

Ainsi Conv(D) C H(f,a) mais z ¢ H(f,«), donc z ¢ Z.

T @

Conclusion : Conv(D) =T

(f) Convexe + Convexe = Convexe : Soit A et B deux ensembles convexes d’un espace normé FE.
Alors A+ B={a+b; ac€ A, be B} est convexe.

(1) Fermé 4+ Compact = Fermé : Soit A et B deux ensembles d’un espace normé E. Alors, si A est
compact et B est fermé, A+ B={a+b; a€ A, b€ B} est fermé.

Démonstration :

(1) Soient x1,z2 € A+ B et t €]0,1[. Alors il existe a1,as € A, et by, ba € B tels que

T, =a; + b
To = ag + by
Par suite,
(1 — t)a:l +tro = (1 — t)(a1 + bl) +t(a2 + b2) = (1 — t)a1 + tas + (1 — f)bl +thp e A+ B

€A €B

car A convexe car B convexe
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Par conséquent, A + B est convexe.

(1) Soit (z)nen une suite d’éléments de A + B qui converge vers & € E. Il faut donc montrer que
r € A+ B.

Comme, pour tout n € N, z,, € A+ B, il existe a,, € A, et b, € B tels que x,, = a,, + b,.

Par suite, comme A est compact on peut extraire une sous-suite (ag(n))nen qui converge vers a € A. Mais
alors by(n) = Ty(n) — Ag(n) converge vers b :=x —a € B puisque B est fermé.

Par conséquent, xt =a+b€ A+ B.

& La compacité est importante! La somme de deux fermés n’est pas forcément fermé ... Par exemple,
en considérant :

A={(z,y) eR*|ay>let x>0} et B={(r,y) €R*|y<0etaz>0}

Alors
A+ B={(z,y) e R?* | z > 0} U{0} x [0, +00]

Et, A+ B n’est pas un fermé (ni un ouvert d’ailleurs).
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