Séries numériques

Notes de cours

Mohamed Nassiri




Avertissement

Il s’agit de notes de cours pour la Préparation a 1’ Agrégation externe de Sciences Economiques et
Sociales de Sciences Po Lille (Institut d’Etudes politiques de Lille).

Le présent document n’a pas la prétention d’étre un cours absolument complet.

Copyright © 2022 Mohamed Nassiri

WWW.COQUILLAGESETPOINCARE.FR

Ce document est sous licence Creative Commons Attribution - Pas d’Utilisation Commerciale -
Partage dans les Mémes Conditions 4.0 International (CC BY-NC-SA 4.0).

Voir le Résumé Explicatif : creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Voir le Code Juridique : creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/legalcode.fr

Derniere version, décembre 2022.


http://coquillagesetpoincare.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/legalcode.fr

« Nea onnim no sua a, ohu' »

1. « Celui qui ne sait pas peut savoir en apprenant », Adinkra (symbole originaire du Ghana) du savoir, de I’éduca-
tion permanente et de la quéte continue du savoir
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Definition 1.1 Soit (a;) une suite de nombres réels ou complexes. Soit deux entiers naturels 7
et p tels que p < n, on définit la somme suivante par :

n
Y ak=a,+ap+-+ay
k=p

e Soit I un sous-ensemble fini de N, Ia somme de tous les termes a;,i décrivant I sera
notée Za,-
icl
e La variable k est une variable muette, c’est a dire qu’une fois la somme calculée, le
résultat ne dépend plus de k. On peut donc lui donner le nom qu’on veut : i, j, k, etc. a

n n n
exception des bornes de la somme, ici petn: Z a; = Z a; = Z a;
k=p i=p Jj=p

e Lorsque les termes de la somme ne dépendent pas de la variable, on somme des termes
n

3=3+3---4+3=3(n+1)
k=0 >

n+1 termes

e Sil={2;4;6} alors Za,- =ar +aq + ag.

i€l

constants donc :

n
= Exemple 1.1 o 1+2+-+n=Yk
k=1
1 1 1 &1

* n+1+n+2+m+§t:,§’ln+k

n
o 14+2+22 4. 420 =Y 2F
=0
n

o 1+34+54--+(2n—1)=) (2k—1)
k=1

p ) Attention! Il ne faut pas confondre

zn:(k—i-l): zn:k-i-n et ik—kl
=1 =1 =1

Ici, les parentheses font toute la différence !
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Proposition 1.1 — Relation de Chasles et linéarité.

e Relation de Chasles :

Zak—Zak—l— Z ay

k=m+1
e [’opérateur somme est linéaire :

n

Z (aar+ Bby) = Otiak+ﬁ ibk
k=p k=p

k=p
n 2 n
= Exemple 1.2 o Ya=) a+) a
=3

ey (3 +4k) = IEEEN
k=0 k=0

k=0

Proposition 1.2 — Changement d’indice. L’expression a 1’aide du symbole Z

n’est pas unique.

On peut écrire une somme avec des indices différents. Les changements d’indices k — k+ p

(translation) k — p — k (symétrie) sont les plus fréquents :

n n+p p—1
Z ajy = Z di—p = Z ap—k
k=1 k=p+1 k=p—n

"1 1
= Exemple 1.3 Pour calculer la somme : S, = Z < — >

e On utilise la linéarité :

i 1 il 1
=k 5k
e On sépare les termes différents :
k=n+1
A n ow T 1
+ - =1-
,;2 ,;2 k n+1 n+1

p ) Philosophie a retenir : Si la somme ne commence pas k = 0, on saura sadapter !

p ) Attention! On ne doit pas confondre I’expression

2
n

x} avec <Zx,->
i=1

Comme le montre 1’exemple ci-dessous...

-

I
=

pas plus que I’expression
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= Exemple 1.4
Soitx; =3,x, =5,x3=06,x4=2etxs=Tety; =2,y =8, y3=3,y4=1etys; =6.
On a d’une part,

i
i=1

5
Y o =xi 434340 423 =32 45746242247 = 123
et, d’autre part

2
5
< xl-) =(B3+5+6+2+7)*=232=52#123
i=1
De plus,

5

iny,- =x1y1 +X2y2 +X3y3 +Xaya +xs5ys = (3x2)+ (5% 8)+---+ (7 x6)

i=1

=64+40+---442 =108

et pour finir,

(in> (Zyl) = (3454 4+7) X (248+---+6) =23 x20 =460 # 108
i=1 i=1
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Théoreme 2.1 — Sommes télescopiques. Soit une suite (a,) une suite de nombres réels ou

complexes, on a :
n

Vn,p € Na p <n, Z (ak-i-l _ak) =dap+1 —dp
k=p

n
Preuve. On pose : S, = Z (ag+1 — ax)
k=p

n
e On utilise la linéarité : S,, = Z g1 — Z ai

e On effectue un changement d’indice sur la premiere somme : kK — k+ 1

n+1
= ) @- Z a
k=p+1
n n
e On sépare les termes différents : S, = a, 1 + Z ag — Z ax—ap = dpy1 —dp
k=p+1 k=p+1
|
R . . . N
o Les sommes télescopiques sont une méthode tres efficace pour calculer la somme des
termes d’une suite (i, ). Il s’agit de trouver une suite (v,) pour que u, = v,1 — v,. Ce
n “est bien siir pas toujours poss1ble malheureusement.
. Z Qjy1 —ax) = dpy1 —dp €t Z by —bi11) = bo — bnt 1
k=0 k=0
= Exemple 2.1 i dé ! ! !
. ° :on décompose ———— en - — ——
kzlkk-l—l PO R+ 1) kT ket

n n 1
; k+1 Z(k k+1) b

Ry =Y kxk!:ondécompose k x k! en (k+1)k! —k! = (k+1)! —k!
=1

M:

R, = Z [(k4+1)! =kl = (n+1)! -1

k

1
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Proposition 3.1 — Somme d’une constante. Pour tous naturels p et n tels que p < n et pour
tout réel a (indépendant de 1’indice de sommation k), on a :

ia:(n—p—l—l)xa

k=p

Preuve. Preuve laissée pour le-a lecteur-trice. |

Proposition 3.2 — Somme des entiers, des carrés, des cubes. Pour tout entier naturel #» non
nul, on a les relations suivantes :

1
e« Sin)=Y k=1124 - n="0"D
k=1 2
v »  nn+1)2n+1)
. Sz(n)—];:lk =1+4+-+n= ;
=Y K= 3 ni(n+1)
° S3(n)——k=1k =1484---4+n’ = 2
Preuve.

n
e Si(n), on utilise la somme )" [(k+ 12—k =n+1)>-1
k=1

2k+1):2fk+i1:2§1(n)+n

Zn;[k+1 ]:Zn; K42k +1-k) =
k=1 k=1 k=1

n

On en déduit que :

(n+1)?—(n+1) n(n+1)

281(n) +n=(n+1)> -1 Si(n) = 5 ===

n

e Sy(n), on utilise la somme Y [(k+ )~k =m+1)7 -1
k=1

f (k+1)° Z (K43 +3k+1-k) = Z (3K +3k+1)

n

Z +3Xn:k+zn: 1 =13S,(n) +3S1(n) +n

k=1 k=1 k=1
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On en déduit que :

3852(n) +3S1(n)+n=(n+1)>~1e38%{n)=[(n+1)° —1-3S(n) —n] &
3n(n+1) _2(n+1)*=3n(n+1)-2(n+1)

2 6
(n+1)(2n* +4n+2-3n—-2) (n+1)(20°+n)  n(n+1)2n+1)

6 6 6

—(n+1)

1
$1=3 (n+1)°—

e - S3(n), on utilise la somme Yj_; [(k+1)* —k*] = (n+1)* -1

+6Zk2+42k+ Z 1 =4583(n) +6S2(n) + 481 (n) +n

i (k+1)* Z (K* + 4> +6K> + 4k +1—k*) = i(4k3+6k2+4k+1)
e

On en déduit que :

483(n) +6S2(n) +4S () +n=(n+1)* -1

483(n) = (n+ 1)* —1—685(n) — 48, (n) —
=+ 1)*—nn+1)2n+1)—2n(n+1)—(n+1)
=n+1)[(n+1°—n2n+1)—2n—1]
(n+1)(n +3n2 +3n+1-2n* —n— 2n—1)
= (n+1) (0’ +n*) =n*(n+1)?

Proposition 3.3 — Somme géométrique. Pour tous naturels p et n tels que p < n et pour tout

réel gtel que x # 1,ona:
n+1—p

n l_q
Y d=¢x———
q

n
e Danslecasoug=1, qu:n—p—i—l.
k=p
e On peut également retenir de maniere plus mnémotechnique la formule suivante :

n 1— qnombre de termes
Z ¢* = premier terme x
k=p l—gq

n
Preuve. Posons S, = Z X~
k=p
e On utilise une somme télescopique :

n n n
S, — xS, = Zxk_ Zxk-H _ Z (xk_xk-i-l) — P _
k=p k=p k=p

. 1 _ . nt+l=p
e On factorise : S,(1 —x) = x? (1—x"“*”) L Sn:xpx1 A

1—x

2n2

= Exemple 3.1 S = Z 2k 23 — 23 (2n—2 N 1) _ 2n+1 _3 .
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Proposition 3.4 — Formule du binbme de Newton. Pour tous nombres réels u et v et pour tout
entier naturel n, on a :
- (N k k
u+v)" = u" "ty
wrr =50

p ) Cette démonstration est assez "compliquée"... On va raisonner par récurrence et on va devoir
manipuler plusieurs fois les indices...
Par ailleurs, il faudra utiliser la relation de Pascal (que I’on va "treés rapidement” démontrer) :

(5)=(20)+6)

Il faut juste se rappeler que pour n et k deux entiers naturels tels que k <n—1, on a la

formule :
n\ n!
k) kl(n—k)!

Démonstration de la relation de Pascal. Soient n et k deux entiers naturels tels que k <n—1

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
(k—1>+< k > === (k=1 K—1=0)!
(n—1)! n (n—1)!

S k—=D(n—k)!  kl(n—1—k)!
(n—1)! k (n—1)! n—k
BRI TR A IC IS I TRy

(
k(n—1)!  (n—k)(n—1)!
TRa—k) T K(n—k)!
N

_k(n—1)!4+(n—k)(n—1)!

N k!'(n—k)!

_ (n=D)l(k+(n—k))
k!(n—k)!

_(n=D!'xn _ n! _(n
 kl(n—k)! _k!(n—k)!_<k>
[

Preuve. e Ecriture de la propriété : Soitn € N. On note & (n) : « Pour tous nombres complexes u et v, on a :

(u+v)' = f (Z) U Rk

k=0

. @ Initialisation : Soitn =0

D’une part, le terme de gauche (la somme) vaut (u —|— V) 0

D’autre part, le terme de droite, pour n = 0, vaut Z (k)

On a donc bien 1’égalité, et ainsi, on a montré que L@(O ) est vraie.

e Hypothese de récurrence : On suppose que Z(n) pour un certain entier naturel n; autrement

n
. n _
dit Z(n) : « Pour tous nombres complexes u et v, ona: (u+v)" = Z (k) u Rk .,
k=0
On veut démontrer que & (n+ 1) est vraie ; ¢’est-a-dire « Pour tous nombres complexes u et v, on a :

n+1 1
(u—l—v)”“ = Z <n—;€_ >un+]_kvk »

k=0
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. o Hérédité :

k=0
_ Z n un+lfkvk+i M\ ek ket
i—o \K i—o \K
n ol n
— Z < >Mn+1kvk+ ( ) n+170v0+ < >unkvk+1 + < >unnvn+l
=1 \K 0 i—o \K
n n n—1 n
— Z un+lfkvk+ n+1 + Z Mnfkvk+l_+_vn+l
o1 \K i—o \K
—1
_ P\ bk kol Y n n—(1-1), 1 | - n+1
1+1k§<k>u * +[Z;<ll) vy
) n

Donc & (n—+ 1) est vraie.
Ainsi « Z(n) est vraie » implique « & (n+ 1) est vraie ».

e Conclusion : Par le principe de récurrence, on en déduit que Vn € N, & (n) est vraie (i.e.) pour
tous nombres complexes u et v et pour tout entier naturel n, on a :

Wty =Y (Z) Rk

k=0

+ On pourrait se demander ol est passer la lettre /... En fait, il s’agit d’une variable muette : que 1’on appelle I, k ou

Gertrude n’a aucune importance... [

p ) II est possible de représenter les coefficients binomiaux a I’aide de la formule (Z) =

—1 —1
(Z B 1) + (n X ) sous la forme d’un triangle de Pascal illustré ci-dessous :
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Et en plus beau, ¢ca donne ¢a :

Proposition 3.5 — Factorisation standard. Pour tout naturel n et pour tous réels ou complexes
aetb,ona:

n—1
a'—b"=(a—-b) Y A" = (a—b) (@ +d" b+ ab" b
k=0
n—1
Preuve. Onpose: S, = Z a”_k_lbk, on a alors :
k=0

n—1 n—1 n—2
_ _ k—k+1 ——
[ ] aS,,: Za" kb":a"—}— Zan kbk = an—{—Za" k lbk+1
k=0 k=1 k=0
n—1 n—2
° bSn — Z an—k—lbk+l — Z an—k—lbk+l +bn
k=0 k=0

n—2 n—2
e Pardifférence : (a—b)S, =a"+ Y a" B - Y B =g — b7
k=0 k=0
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4.1 Sommes doubles a indices indépendants

Definition 4.1 — Somme double a indices indépendants. Soit (a;;) une suite double de
nombres réels et soit deux entiers naturels n et p, on a les égalités suivantes :

Y a- ¥ (z) ¥ (z)
1<i<n i=1 \j=1 =1 \i=1
1<j<p

. i
Exercice 4.1 Calculer Z 5 .
1<i,j<n

Corrigé.

4.2 Sommes doubles a indices dépendants

Definition 4.2 — Somme double & indices dépendants. Soit (g;;) une suite double de
nombres réels et soit deux entiers naturels n et p, on note :

Z ajj = Z Z ajj = Z Za,l somme des termes d’un tableau n x p.

1<i<n i=1j= j=li=
1<j<p
J n on
° Z ajj = Z Z ajj = Z Za, ;7 somme triangulaire d’un tableau n’.
1<i<j<n j= 11 i=1 j=i
— n—1 n
. Z ajj= Z Z ajj = Z Z a;; somme triangulaire sans la diagonale.
1<i<j<n j=2i= i=1 j=i+1
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On peut schématiser ces sommes double par un tableau double entrée.

R
e Pour la somme a;j, on peut visualiser de la sorte :
1<i<n
I<j<p
J
) 1 2 . p Total
i
P
1 al aln daip Zalj
j=1
D
2 ary ar . azp Z az;j
Jj=1
P
n anl ap ce Anp Z Anj
J=1
n_p
| .| XXe
J=li=
Total Z ail Z ap | ... Z dip o
i=1 i=1 i=1 a0
ij
i=1j=1
e Pour la somme Z a;j, on peut visualiser de la sorte :
1<i<j<n
J
) 1 2 e n Total
l
P
1 an aln aln Zalj
Jj=1
P
a Y a;
J=1

o Pour la somme Z a;j, on retire la diagonale...
1<i<j<n

l'3
[

Exercice 4.2 Calculer —
1<i<j<n JU+1)

Corrigé.
SN S W S AU S 20
15,5]'5,,](]""1) j=1 i:lj(]+1) j:lf(]"'l) i=1 j:1](J+1) 4

=~ j(j—i—l)_l" 2 l" _n(n+1)2n+1)  n(n+1)
L7 _4,221]+4,:):1]_ 24 8
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Proposition 4.1 — Développement d’un produit de deux sommes.
Soient ai,as,...a,,b1,bs,...b, nombres réels ou complexes, on a alors :

n p p n
° Zaibej:ijXZa,-: Z a,-bj
i=1 j=1 j=1 i=1

1<isn
I<j<p
2
n n
° Zai = Za,-z +2 Z a;b;  (carré d’une somme)
i=1 i=1 1<i< j<n
Preuve. o La premiere formule est directement lié a la définition de la somme double.

e Pour le carré d’une somme, on fait intervenir la symétrie du tableau double entrée en sépa-
rant la somme en trois parties (le triangle supérieur est identique au triangle inférieur) :

triangle triangle
5 supérieur diagonale inférieur
n n n —_——
Zai :ZaixZaj: Z ajj = Z ajj + Z aijj+ Z aij
i=1 i=1 j=1 1<i<n I1<i<j<n 1<i=j<n 1<j<i<n
1<j<n
)
= Zai +2 Z ajj
i=1 I<i<j<n
|
s Exemple 4.1 (a+b+c)? =a*>+b*>+c* +2(ab+ac+be) .
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Exercice 5.1 Calculer ¥ (k=3 x 2F). .

k=2
Corrigé.
Y (-3x2) =y 8 322k Zkz 23 2k
k=2 k=2 k=2 k=2
_ Aan—2+1
(n )(2n—i—1)_1_3><22>< 2 :n(n+l)(2n+1)+11_3><2n+1.
6 1-2
|
Exercice 5.2 Calculer Zn: !
. = _ %o |
= k(k+1)
Corrigé
i i (k+1)—k Z 11
~ k(k+1) = k(k+1)  EZ\k k+1
_1_ _1+1_1++1_1 1_1
S\ 3 3 4) 7 \n—-1 n n n+l
=1-
1
|
Exercice 5.3 Calculer Z SR
— . [ ]
k—1 k+1

Corrigé. Enposanti =k—1et j=k+ 1 ala deuxieme égalité :

n 1 1) n 1 n 1 n—ll n+11
11 = nlp 1 301 1
—(I+z+§7>‘(j§; . n+1> R
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I Exercice 5.4 Développer (x —2)*. n

Corrigé.
4
=y

( >XO 20+ (T) (=2 '+ (3) P(=2)2+ (i) B(=2)43 (j) H(—2)+

= (2" +4xxx (=2 +6 xx* x (—2)* +4 xx* x (=2) +x*
=16 —32x+24x> — 8x+x*

|
n 2k+1 7
Exercice 5.5 Calculerkz::ok_i_1 <k> =
Corrigé.
z”: 2k+1 (n) i 2k+1 n! Z Skt n!
= k+1\k “k+1k!(n—k)! (k+1)!(n—k)!
_ sz+1 n! _ 2 (n+1)!
= (k+D(n+1)—(k+1))!  Sn+1(k+1)!((n+1)—(k+1))!
1 k1 I’l+1 o l n+ll I’l+1 o
n+122 <k+l)_n+1;2 / (en posant / =k—+1)
_ 1 rf n+1 Slqn+l=l _ 1| = 1 (3n+1 1)
Sl \ &\ ! o+l
|
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Definition 6.1 — Série de terme général - Somme partielle - Convergence.
Soit (uy),c une suite réelle.
e On appelle série de terme général u,, la suite (S,),y définie pour tout n € N par :

n
Sp=uo+ur+...4u, =Y .

k=0
On la note Z Uy, Z U, ou Zun.

neN n>0
e Pour tout n € N, §,, est appelée la somme partielle d’ordre 7 de la série.

e On dit que la série Zun est convergente si la suite (S,),.y des sommes partielles
converge vers une limite finie S € R appelée somme de la série et on note :

n——+oo n—+-oo

n +oo
S= lim S, = lim Zuk: Zuk
k=0 k=0

e Dans le cas contraire, on dit que la série Y u, est divergente.

e Attention ! Il ne faut pas mélanger les notations :

n
X Z uy : la somme partielle d’ordre n (c’est une somme finie qui existe donc tou-

k=0
jours).

X Z Uy, Z u, ou Y u, : la série de terme général u,, c’est-a-dire la suite (S,),cy
neN n>0
des sommes partielles (c’est le nom de la suite sans aucun sens sommatoire).
o0

X Z uy : la somme de la série, c’est-a-dire la limite de la suite des sommes par-
k=0

tielles (qui existe seulement si la série converge).
o Il est possible que la suite (”n)n>n0 ne soit définie qu’a partir d’un certain rang no.
Dans ce cas, on change la borne inférieure des sommes partielles que I’on rencontre :

n
Vn>ng, S,= Z uy
k=n0
e Lanature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes : étant donné ny € N,

Zun converge < Z u, converge.
n>ng
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Proposition 6.1 — Condition nécessaire de convergence.
Pour que la série Zun converge, il faut que lim u, =0.
n—+-oo0

Preuve. Le point clé est que 1’on retrouve le terme général a partir des sommes partielles par la
formule
u, = Sn — Sn,1 .

Pour tout n > 0, posons S, = Y/_qu. Pour tout n > 1, u, = S, —S,_1. Si L>oux converge, la
suite (Sy,)n>0 converge vers la somme S de la série. Il en est de méme de la suite (S,—;),>1. Par
linéarité de la limite, la suite (u,) tend vers S —S = 0. [

Par gontraposition, si. la suite (u”.)nEN ne converge pas vers 0, alors la série Zun diverge.
On dit alors qu’elle diverge grossiérement.

= Exemple 6.1

e La série Z (—1)" diverge grossieérement.
n>0
. L. o\
e La série Z (1+ —) diverge grossiérement.
n
n>1

o [a série Z n? diverge grossiérement.
n>0

p ) Attention! La réciproque est fausse : lirE u, = 0 n’implique pas que Zun converge. Par
n—s—oo

.1 I . L. .
exemple, IIIE — =0 et pourtant Z — diverge (On verra que c’est une série de Riemann de
n——+o n
n>1
parametre ¢ = 1).
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Proposition 7.1 — Opérations sur les séries convergentes.

e Pour tout A # 0,Y u, converge si et seulement si Y Au,, converge eton a :

oo +oo
Z Au, =21 Z uy,
n=0 n=0

e SiY u, et Y v, sont convergentes, alors la série Y (u, +v,) converge eton a :

+o0 +oo oo
Z (tn +vy) = Zun—i— Zvn
n=0 n=0

n=0

Attention! Il est possible que la série Z (un 4 vn) converge alors que les séries Z u, et
Zvn divergent. On ne peut donc pas scinder la somme d’une série convergente en deux
sommes sans avoir vérifié au préalable que ces deux séries convergent.

1 1
Par exemple, on a vu que la série — = <— - > est convergente et on
r; n(n+1) r; n n+l1
- 1 1 . ‘- . N
verra que les séries Z — et Z sont divergentes (séries de Riemann de parametre
n

n>1 n n>1
a = 1). On ne peut donc pas écrire :
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8.1

8.2
8.2.1

Série harmonique

Definition 8.1 — Série harmonique. On appelle série harmonique la série de terme général

n

1 .
—. Sa somme partielle au rang n est donc Z -
n = n

Proposition 8.1 — (admise). La série harmonique diverge. Sa limite, lorsque » tend vers linfini
est +oo,

Séries géomeétriques
Série géométrique

Definition 8.2 — Série géométrique. On appelle série géométrique toute série dont le terme
général est une suite géométrique.

8

mExemple 8.1 ¢ Y 3x (=5 o) 7
k=1

k=0
Proposition 8.2
Zq" converge < |q| <1

+oo 1
Si |g| < 1, alors qu =—.
k=0 l—¢q
n ' l_qn—H
Preuve. On rappelle : =
pp k;)q 4

On en déduit que la série Zq" converge si et seulement si |g| < 1.
De plus, si |g| < 1:

+oo n 1
k . k : n+1
— 1 — " lim (1—g"").
Lo =t d = m (1=
Or, comme |g| < 1, lim ¢""' = 0. On conclut :
n—y—+oo

—+oo
Y. d'=1— L
k=0 —q
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L2
Exercice 8.1 Calculer la limite de (Z k) : .
k=2 3

Corrigé. Soit n > 2. On commence par factoriser par 2 .

puis on souhaite que 1’indice commence a 0 pour appliquer la formule précédente. On effectue
donc le changement d’indice j =k — 2.

il 22 1 "fl 1 2"221
2y —=2 =2) 5—=—-) —
53 T E 33230 953
enfin, on applique la formule.
w2 2 = 1
Jm Y=g in 5 =57 173

8.2.2 Séries géométriques dérivée d’ordre 1 et 2
Definition 8.3 — Séries géométriques dérivée d’ordre 1 et 2.

e On appelle série géométrique dérivée d’ordre 1 toute série dont le terme général est de
la forme ng" ", avec g € R.

e On appelle série géométrique dérivée d’ordre 2 toute série dont le terme général est de
n—2

n—1

la forme n(n—1)g¢" =, avec g € R.

Proposition 8.3

o an”fl converge < |gq| < 1.

~+oo 1
Si|g| < 1,alors ¥ kg*~! = .
k;o (1-¢)?
o Y n(n— 1)¢" 2 converge < |q| < 1.
+oo 2
Si|g| < 1,alors ¥ k(k—1)g" 2= ———.
k=0 (I—q)

Preuve.

n
e Soitn > 1, on considere la fonction f, : x — Z x*. On sait :
k=0

_ ot
x € R\{1}, f(x) = & 1 f" .

On sait aussi que f;, est dérivable sur | —oo; 1] et |1;4-o0[ en tant que polyndme, et :
— d’une part :

vr e R\(1}, £1(0) = ¥ ke,
k=0
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— d’autre part, soit x € R\{1}, :

ooy =0+ Dx"+ (1=x") 14 (n+ Dx" — nx*!
fn(x)— (1—)6)2 = (1—)6)2 .

Ainsi, soitg € R\{1},ona:

n
k—1 /
Y k¢ = fulq) =
k=0
Or, on sait par croissances comparées :

. n B
ngTwnq =0 & gqe€]-1,1]
On en déduit que :
— la série Z ng" !
n=0
— dans cecas (lecasg €] —1,1[) :

~+oo n
k k=1 _ li k k—1
Lka = fim Yoka

converge si et seulement si g €] —1,1],

k=0
n__ o, n+tl
~ lim 1+ (n+1)q¢" —ng
n—r+o0 (1—q)2
_1+0-0 1

1—¢2 1—¢2
e De manicre analogue, en dérivant une nouvelle fois la fonction f;,, on obtient

— la série Z n(n—1)¢g" 2 converge si et seulement si g €] — 1, 1|,
n=0

—+oo
—Vgel-1;1], Y k(k—1)g" % =
k=0

(I—g)*

—+oo
Exercice 8.2 Soit |¢| < 1. Etablir la convergence de la série ¥ n’q" et calculer Z kzqk . u
k=0

Corrigé. Soit n € N. On remarque que pour tout k > 0,k> = k+k(k— 1), donc :

n n

Y gt =Y (k+k(k—1))q"

k=0 k=0
n n
=q) kg '+ 4> Y k(k—1)g?
k=0 k=0

Or, |¢| < 1, donc les séries géométriques dérivées an"fl et Zn(n —1)¢" 2 de raison g convergent
et on obtient alors :

Jio KRgk = ., 2¢°
k=0 (I_Q)z (1_Q)3
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8.3

8.4

8.5

Série exponentielle

Definition 8.4 — Série exponentielle. On appelle série exponentielle toute série dont le

s X"
terme général est de la forme —,avecx € R.
n!

n

g - P . z z x
Proposition 8.4 — (admise). Pour tout x € R, la série exponentielle, de terme général 5 est
n!

convergente et

m Exemple 8.2 En particulier

1 1 1

— ]l o o

o ¢ + +%+?+ +?!-1i-)n
1] — e

o ¢ +2 6+ +

Séries de Riemann

Definition 8.5 — Série de Riemann. On appelle série géométrique toute série dont le terme

général est de la forme —
n

= Exemple 8.3

. 1 T
e La série Z — est convergente (et de somme z).
n

Proposition 8.5 — (admise). Soit o € R.

, ol ¢ désigne un réel strictement positif.

. . 1 .
e [a série harmonique Z — est divergente.
n

2

1
Z . converge So>1

Récapitulatif

’ CAS DE )
SERIES USUELLES CONVERGENCE SOMME DE LA SERIE
SERIES ; =, ¢
AT q lq| <1 q"' =
GEOMETRIQUES gp ; 1—¢
SERIES
GEOMETRIQUES el < 1
. , nq lg| <1 ng" " =
DERIVEES ; ; (1—q)?
D’ORDRE 1
SERIES
GEOMETRIQUES s Ry . 2
, , n(n—1)q" lgl <1 nn—1)¢" =
DERIVEES n; ,,;2 (1-¢)}
D’ORDRE 2
SERIES X" =
EXPONENTIELLES £ ek Loi=e
SERIES DE 0 a1
RIEMANN = no
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Dans cette partie, on considérera une expérience aléatoire dont on notera € 1’univers des possibles.
On notera P une probabilité sur Q.

Definition 9.1 — Variable aléatoire.
Une variable aléatoire réelle X définie sur lunivers Q est une fonction définie sur a valeurs
dans R.
On a donc :
Q —=R

0o —X(o)

p ) Pour la suite, on considérera une variable aléatoire X définie sur Q = {@;; i € I'} et on note
{xj; j € J} 'ensemble des valeurs prises pas X (avec / et J sont finis ou dénombrables).

Definition 9.2 — Espérance - Variance.

e L’espérance d’une variable aléatoire X, prenant les valeurs dans ’ensemble {x;; j € J}
est définie par
E(X)=)Y x;P(X =x))
=
e La variance d’une variable aléatoire X, prenant les valeurs dans I’ensemble {x i J€J }
est définie par

V(X)=E((X-E(X))*) = Z}(xj —E(X))*P(X =x))
j€

p ) Par positivité de lespérance, une variance est donc toujours positive. On peut ainsi définir
1écart-type dune variable X admettant une variance par

Théoreme 9.1 — Théoréme de Konig-Huygens. Soit X une variable alétoire discrete telle
que E(X) et E(X?) existent, alors :

V(X)=E((X -E(X))*) = E(X?)— (E(X))?

p ) Ladémonstration est relativement simple et algébrique. Trois points sont a rappeler :
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e le développement du bindme de Newton;;
e lalinéarité de 1’espérance en fonction de la variable aléatoire ;
e [’espérance d’une constante vaut cette constante.

Preuve. Par définition, on a
V(X)=E((X-E(X))*)

On développe le carré, puis on utilise la linéarité de I’espérance :
V(X) = E(X>*—2XE(X)+E(X)?) = E(X?) —2E(X)-E(X) + (E(X))* = E(X?) — (E(X))’
[

Pour une petite mise en bouche concernant la manipulation de 1’espérance et de la variance, regar-
dons la treés sympathique loi de Bernoulli.

Definition 9.3 — Loi de Bernoulli. On réalise une épreuve de Bernoulli dont le succes S a pour
probabilité p.

Une variable aléatoire X est une variable aléatoire de Bernoulli lorsquelle est & valeurs dans
{0;1} ot la valeur 1 est attribuée au succes.

On dit alors que X suit la loi de Bernoulli de parameétre p.

Autrement dit, ona P(X =1)=petP(X =0)=1—p.

On peut résumer la loi de Bernoulli par le tableau suivant.

Xi 1 0
PX=x)|p|1l-p

Proposition 9.1 Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli de parametre p. Alors
E(X)=p et V(X)==p(l-p)
Preuve.

e Lespérance E(X) de X vaut :
EX)=PX=1)x14+P(X=0)x0=px14+(1—p)x0=p
e La variance V(X) de X vaut :
VIX)=PX=1)x(1-EX))*+P(X =0) x (0-E(X))*
=px(1=p+(1-p)x(0-p)
=p(1—p)*+p*(1-p)

=p(1-p)(1—-p+p)
=p(l-p)
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10.1

Loi uniforme discréte

Proposition 10.1 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur {1;2;...;n}. Alors

n+1 n?—1

EX)= 5 V(X)= B

Preuve. Pour tout entier k € {1;2;...;n},ona P(X =k) = —

e Pour le calcul de I’espérance, on a :

n

E(X)=Y kP(X =k]) = Zk_— "H):”;l
k=1

e Pour calculer la variance, on utilise la formule de Koenig-Huygens V(X) =E (X*) —E(X)?:

E(x?) = Y RP(X = k]) = Zk2 1""+1)(2n+1):(n+1)(2n+1)

= 6 6

Ainsi :
V(X)=E(X*) —E(X)?
_(+)@n+1) (41N’
N 6 2
_ 4n+6n+2—3n*—6n-3
- 12

n?—1

12

Exercice 10.1 Soient a et b deux entiers tels que a < b.
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur {a;...;b}.

Montrer que

a+b (b—a)(b—a+2)
X) =

5 et V(X) 5

E(X) =

Mohamed NASSIRI @UEl) Page 41 www.coquillagesetpoincare.fr


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr
http://coquillagesetpoincare.fr

10.2 Loi binomiale

Proposition 10.2 Soit p €]0, 1[. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi géométrique de para-
metre p. Alors

Exercice 10.2 Pour cette preuve, nous aurons besoin de la formule suivante :

n n—1
Vn>k>1, k(k) —n<k_1>

Il ne reste plus qu’a la démontrer... u

Preuve.

e Calculons E(X) :

&
s’

1
-
3
=
1
R

| I
TS r::

»
I
/N
|

k=1
n—1
—n n >pj+1(1 p)n—(j+1)
=0\ J
=np2< . )p’(l p)
=\ J

e Calculons E (Xz) :

KP([X = K))

I
=

E (X?)

T
I

I
D=

kx k <k) pr(1—p)*
>p"(1 —p)*

e (") P g0

=np (: ' < > (1 p)(”‘1>‘f+:g ("; 1) Pl p)("_l)_j)

o~
Il
—_

n—

Il
1=
S
?\TA
O\
»
|
—_

Il

= ~
- s
Il [
o —_

~

_|_

—

g

S
~. |
—_

D’apres la formue de Koenig-Huyghens, on en déduit que

V(X)=E (X*) —E(X)* = n’p* +np(1 - p) — (np)* = np(1 — p)
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10.3 Loi de Poisson

Proposition 10.3 Si X suit une loi de Poisson de paramétre A, alors

EX)=V(X)=2A
Preuve. e Si X suit une loi de Poisson de parametre A, alors
B = Yke ? N _aer Y M geap g
= k! = (k—1)!
e Pour la variance, on a
E(X?) = sze*l’lk
far k!
On écrit que k> = k(k — 1) + k et donc
too k=2

E(X?) = /lze—’lkgz =y

On en déduit que

10.4 Loi géométrique

Proposifion 10.4 Soit p €]0, 1[. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi géométrique de para-

metre p. Alors

Preuve. e Soitn € N*,

(agE

KP(X = K]) =

k=1 k=1

k(1=p)'p=pY k(1—p)*!
k=1

Or la série géométrique dérivée Z k(1 — p)*~! de raison (1 — p) €] —1,1] est convergente.

k=1
De plus :
E(X) *pfk(l g ]
k=1 (I=(1=p)* p
e On rappelle : Vk € N, k> = k(k— 1) + k. Soit n € N*.
Y ©pr(x =k])
k=1
=Y k(k—1)p(1=p) '+ Y kp(1—p)*! (car k* = k(k— 1) +k)
k=1 k=1
=p(1=p) Y k(k=1)(1=p)*2+p Y k(1 —p)*!
k=1 k=1
=p(1=p) Y k(k=1)(1=p)* 2 +pY k(1=p)" (car I(1-1)(1—p)'"2=0)
k=2 k=1
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Or la série géométrique dérivée d’ordre 1 Y~ k(1 — p)¥! et la série géométrique dérivée
d’ordre 2 ¥y k(k—1)(1— p)*~2, toutes deux de raison (1 — p) €] —1, 1] sont convergentes.
De plus :

oo oo
E(X*)=p(1—p) Y k(k=1)(1=p) 2 +p Y k(1—p)*!
k=2 k=1

2 1
=P =D PG e
P En? L
P D
2 1
P p

D’apres la formule de Koenig-Huyghens, on en déduit :

V(X)=E (X*) —E(X)? 2 1 1 1.1
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