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« Nea onnim no sua a, ohu' »

1. « Celui qui ne sait pas peut savoir en apprenant », Adinkra (symbole originaire du Ghana) du savoir, de I’éduca-
tion permanente et de la quéte continue du savoir
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1.1 Fonctions continues

Definition 1.1 Soient f une fonction définie sur un intervalle / et a un réel appartenant a /.
e f est continue en a lorsque f admet une limite en a et que cette limite est f(a).
e f est continue sur un intervalle / lorsqu’elle est continue en a pour tout a € 1.

— Intuitivement, dire que f est continue sur / signifie que sa courbe représentative peut
étre tracée en un seul morceau (la courbe ne présente aucun saut, aucun trou).
— Une fonction qui n’est pas continue est aussi dite discontinue.

= Exemple 1.1 La fonction carré x — x> est continue en tout point a de R : pour tout réel a,

limx? = a°.
X—a

= Exemple 1.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle / et a un réel de /.
On note ¢ la courbe représentative de la fonction f et A le point de la courbe ¢’ d’abscisse a.
Pour tout réel x de I’intervalle /, on considere le point M de la courbe ¢ d’abscisse x

y
) fom - \"
fla) f=—f==—=\'
¥
i ~—
@y

La fonction f est continue.
Pour tout réel a de I, on peut rendre f(x) aussi proche
que ’on veut de f(a) pourvu que x soit suffisamment

proche de a.

y
L \"
I
I
fla) p = - == s
xa X
¢

La fonction f n’est pas continue en a.
La courbe ¢’y présente un saut au point d’abscisse a.

Le point M n’est pas proche du point A quand x est
proche de a.
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1.2

Exercice 1.1 — Exercice corrigé.

¥six<2
Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = ¢ 3 six=2n’est pas continue en 2 .
¥ six>2
Solution :
En effet, linzlf(x) = lirrzlf(x) =4 mais f(2) =3. ]
x>2 x<2

Proposition 1.1 Toute fonction dérivable sur un intervalle / est continue sur /.

Démonstration. On considere une fonction f définie et dérivable sur un intervalle /.
Soient x et a deux réels appartenant a /. Pour tout x # a, on a

_ f0)—fla)

4 X (x—a)

f(x) = fla)

Or lim,_,,(x —a) = 0 et, puisque f est dérivable en a,lim,_,, w = f'(a) Ainsi,

lim(f(x) — f(a)) = f(a) x0=0

X—a

donc

lim £ (x) = f(a)

xX—a

et f est continue en a. |

Proposition 1.2 1. Les fonctions de référence (polyndmes, valeur absolue, exponentielle, racine
carrée, etc.) sont continues sur leur intervalle de définition.

2. La somme et le produit de fonctions continues sur un intervalle / sont continues sur cet inter-
valle.

3. Si f et g sont continues sur / et si g ne sannule pas sur /, alors A est continue sur /

g
4.Si f:1— Jetg:J— R sontdes fonctions continues alors g o f est continue sur /.

p ) Laréciproque du théoreme est fausse :

Une fonction peut étre continue en un réel a sans étre dérivable en ce Y

réel!

Par exemple la fonction valeur absolue f définie sur R par f(x) = |x|

est contine en 0 mais n’est pas dérivable en 0. 0 *

Prolongement par continuité

Il arrive qu’une fonction soit définie partout sauf en un point, mais qu’on extrapole par passage a
la limite la valeur plausible en ce point. On réalise alors un prolongement par continuité.

Definition 1.2 Soit / un intervalle de R et xp € I, si f est une fonction définie sur I'\{xo} et si

lim f(x) =/, alors la fonction g définie sur / par
X—X0

J4 six=xg

g(x)_{ fx) six#xo

s’appelle le prolongement par continuité de f en x(. La fonction g est alors continue en xg.
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= Exemple 1.3 Soit f la fonction définie sur R\{—1} par

1+x
X)=—"0°.
f) xX+1
Démontrons que 1’on peut prolonger f par continuité en —1 et précisons la valeur prise en —1 par
ce prolongement.

Le numérateur et le dénominateur s’annule tous les deux en —1, et donc on a une forme indé-
terminée lorsqu’on calcule la limite de f en —1. Pour lever cette indétermination, on factorise le
dénominateur en

O4l=(x+1)(F—x+1)

(pour trouver cette forme, on peut procéder par identification en écrivant x* + 1 = (x+ 1) (x* + ax+b)).
On en déduit alors que, pour tout x # —1, on a

1
flx) = x2—x+1
Ainsi, lim,_, _; f(x) = 1/3 et on en déduit que 1’on peut prolonger f par continuité en —1 en posant
1
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2.1 Nombre dérivé en a d’une fonction

Definition 2.1

— On appelle taux d’accroissement, ou taux de variation, en a de la fonction f le nombre

flat+h)—f(a)
h

T.(h) =

— On appelle nombre dérivé en a la limite, lorsqu’elle existe, de 7,(h) quand /4 tend vers
0.
On note ce nombre, lorsqu’il existe, f'(a) :

/ . ) B —
fla)= }lll_I}(l)Ta(h) = %%M

— Le nombre dérivé f’(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f au
point d’abscisse a.

Y
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= Exemple 2.1 % est la courbe représenta-

tive d’'une fonction f. 71, T et T3 sont les i\
tangentes a 6y aux points d’abscisses respec- *} ******
tives —3, 1 et 3. ,} ,,,,,

|

Par conséquent, on a donc : }

T

fl(=3)=—-2 7,

"1)=0 \

f,(3) ; 1

r3)= |

Definition 2.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle /.

e On dit que f est dérivable sur 7 si f admet un nombre dérivé en tout point de 7, ¢’est-a-dire
si pour tout a € I, f’(a) existe.

e On appelle fonction dérivée de f la fonction notée f” qui, a tout x de I associe le nombre f”(x).

Proposition 2.1 Ce tableau est a connaitre par coeur !

Dérivées des fonctions usuelles

Fonction f Dérivée £ est définie sur {ure“ dérivable
f(x) =k (constante) | f'(x) =0 R

fl) = fx)=1 R

f) =2 £x) =2 R

fX)=x" meN) | f(x)=m""! R

=1 = R =]~ ens0[U]0; o]

f() = v FW=50 | ROl | R0
£x) = cos(x) £1(x) = —sin(x R

£(x) = sin(¥) £1(x) = cos(x) R

Opérations sur les dérivées
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Composées de fonctions
Fonction | Dérivée

Fonction Dérivée
ku, keR ku'

u+v u +v u? 2u’u
u u’v+ Mv/ n /. n—1
u u'u
u uv—u' 1 _ZL/
v 2 u u?
u? 2u'u cos(u) | —u'sin(u)
n /. n—1 .
u'(neN) | ndu sin(u) u' cos(u)
1 u
u u?

Exercice 2.1 — Exercice corrigé. Calculer les fonctions dérivées f’(x) dans tous les cas sui-
vants.
AN

Ecrire la fonction dérivée sous la forme la plus "simplifiée
(méme dénominateur .. .), et le plus factorisé possible.

possible : une seule fraction au plus

A =257+ A =3¢ —x/3H3E )= (243
fal) = (3 —2)? fo(x) =2 folo) = (e 32V
2 3
fl) = (341 ) » o) = (x4 3 )x =
5 5 2
fol) =25~ fn(x)Zﬁ flz(x):ii3
2 el
fist) =512 o) = 5 fislw) = —%
X+ =
X
X+ = 5% 141
fie(x) = —% f(x) = =5 fis(x) =x—3
x2+§ 1+ = 3+=
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() = 2¢
20x
f{O(x) = (X2—|—3)2
—x(x> +3x—2)
1/3()6) = (x3 + 1)2
P =27x—6

1
f1/9(x) -2

_4x3 x—2v3x+3

i) =2 Aix) = (722 415)
750 = 2xv5 40) = AT+ 13)
A =252 A= G
=5 o) = a7
) ==35 ) s =
i) = fis) =1
o) =

Proposition 2.2 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

e Si pour tout x € I, f/(x) > 0, alors f est strictement croissante sur .

e Si pour tout x € 1, f'(x) < 0, alors f est strictement décroissante sur /.
e Si pour tout x € 1, f'(x) = 0, alors f est constante sur /.

p ) LorsqueI’on étudie les variations d’une fonction, on synthétise cette étude dans un tableau de variations

comme dans I’exemple suivant.

= Exemple 2.2 Etudions les variations de la fonction suivante définie sur R par f(x) = x> —3x—4.

e Calcul de la dérivée :

fl(x)=3xx*-3x1-0=3x*-3

e Détermination des "zéros" de la dérivée :

fl(x)=0 & 3x*-3=0 & x*=1

< x=—1oux=1

e Tableau de variations :

X —oo —1 1 oo
f(x) + 0 — 0 +
) 400
f(x) ) / \ ] /

2.2 Dérivée seconde
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Definition 2.3

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /. On note f” sa fonction dérivée.
Lorsque f” est dérivable sur 7, on note f” sa dérivée.

f" est appelée la dérivée seconde de f sur /.

p ) e f"selit «fseconde ».
e On peut également calculer des dérivées dordre 3,4, 5, ... ,navec n € N.
e On note /") la dérivée nieme. En particulier : (0 = f; f() = ', 7@ = ¢,

= Exemple 2.3 Soit f la fonction polyndme définie sur R par f(x) = 4x> 4+ 2x* + 13x +9.
f est dérivable sur R et, pour tout réel x, on a

fl(x) =12x* +4x+13
f" est un polyndme qui est donc dérivable sur R et, pour tout réel x, on a
f'(x) =24x+4

Ainsi, la dérivée seconde de la fonction f est la fonction f” définie sur R par f”(x) =24x+4. =
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3.1

Fonctions convexes, fonctions concaves

Definition 3.1 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / et € sa courbe représentative.
e Dire que la fonction f est convexe sur / signifie que la courbe ¢ est située enticrement au-
dessus de chacune de ses tangentes.

e Dire que la fonction f est concave sur / signifie que la courbe ¢ est située entierement
au-dessous de chacune de ses tangentes.

= Exemple 3.1

Cf

convexe

concave

o

La fonction carré x — x2 est convexe. |
La fonction inverse x — — est concave sur

X
| —0;0[ et convexe sur |0; +oof

Proposition 3.1 (admise)

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /.

e f est convexe sur [ si, et seulement si, sa fonction dérivée f’ est croissante sur /.

e f est concave sur [ si, et seulement si, sa fonction dérivée f” est décroissante sur /.
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— Une équation de la tangente .7 a 6 en a est

y = f'(a)(xa) + f(a)

— Intuitivement, quels que soient les points A et B de la courbe ¢
e Si le segment [AB] est au-dessus de la courbe alors f est convexe.
e Si le segment [AB] est au-dessous de la courbe alors f est concave.

f est convexe. f est concave

Proposition 3.2 (admise)

On note f” la dérivée seconde de la fonction f, c’est A dire la dérivée de la dérivée f'.
o Si la dérivée seconde est positive alors la fonction f est convexe.

o Si la dérivée seconde est négative alors la fonction f est concave.

= Exemple 3.2 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> — 5x*,

Sa dérivée est la fonction f” définie sur R par f/(x) = 5x* —20x>.

Sa dérivée seconde est la fonction f” définie sur R par f”(x) = 20x> — 60x> = 20x>(x — 3).
Les variations de f’ se déduisent du signe de sa dérivée f”.

Notons que 20x% > 0 donc f”(x) est du méme signe que x — 3. D’ot le tableau :

x —oo 3 oo

Signe de f”(x) - 0 +

Variations de

f/
Convexité de f concave convexe
f est concave sur | —eo; 3| et convexe sur [3; +oo]. -
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3.2

Point d’inflexion

Definition 3.2 Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et € sa courbe
représentative.

S’il existe un point A de la courbe ¢ tel que la courbe traverse sa tangente en ce point, alors
on dit que A est un point d’inflexion.

= Exemple 3.3 La courbe représentative de la fonction cube définie sur R par f(x) = x> admet
comme point d’inflexion I’origine O(0;0) du repere.
Soit ¢ la courbe représentative de la fonction cube.

La tangente au point O a la courbe ¢ est I’axe des abs- g
cisses d’équation y = 0.
e Pour x <0, f(x) < 0 donc la courbe € est au dessous de
la tangente en O sur |—co;0)].
O X

e Pour x > 0, f(x) > 0 donc la courbe % est au dessus de
la tangente en O sur [0; +-oo|.

La courbe €7 traverse sa tangente en O donc O(0;0) est un
]-i)oint d’inflexion.

Proposition 3.3 Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle /. La courbe représenta-
tive de la fonction f admet un point dinflexion au point dabscisse a si, et seulement si, f” sannule
en changeant de signe en a.

Démonstration. f” sannule en changeant de signe en a si, et seulement si, f* change de sens de
variation en a. Donc f change de convexité en a et la fonction f admet alors un point dinflexion
ena. |

= Exemple 3.4 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x°> — 5x* — 40x + 120 et ¢ sa courbe
représentative.
Sa dérivée est la fonction f” définie sur R par

f/(x) = 5x* —20x° — 40
Sa dérivée seconde est la fonction f” définie sur R par
f"(x) =20x%(x—3)

L’équation f”(x) = 0 admet deux solutions x; = 0 et x, = 3.
Notons que 20x> > 0 donc f”(x) est du méme signe que x — 3.
Les variations de f’ se déduisent du signe de sa dérivée f”. D’ou le tableau :

X —oo 0 3 o0
Signe de " (x) - 0 — 0 +
Variations de
f/
—175

En tenant compte des changements de variation de la dérivée f’ on en déduit que la courbe &
admet un seul point d’inflexion, le point A (3; £(3)).
En effet :
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e f"(0) = 0 mais, sur I'intervalle | —o0;3] f”(x) < 0 donc le point B(0;120) de la courbe %
d’abscisse 0, n’est pas un point d’inflexion. (La fonction f est concave sur | — o; 3]).
e /" s’annule en 3 en changeant de signe donc le point A (3; —162) est un point d’inflexion de la
courbe €. (La fonction f est concave sur | — oo; 3] et convexe sur [3;+4-cof.
y
@y
400 T
La courbe ne traverse pas sa

tangente en B. 300 +
B n’est pas un point d’inflexion.

La courbe traverse sa tangente en A.
00 1 i e .
A est un point d’inflexion.

FAYAYaY
A\vAviv)

-100 +

-200 T

-300 T
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