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1. Limites des fonctions

a.

b.
C.
d

Limites en +« et -«

Limite en un point

Application aux limites de référence
Interprétation graphiques des limites

2. Continuité

a.

b.
c.
d

Définition

Propriétés

Théorémes des valeurs intermédiaires et son corollaire
Fonction réciproque et propriété

Capacités attendues :

1. Déterminer la limite d’'une fonction en un réel a, en +~ ou en —~ a l'aide des théorémes

d’opérations sur les limites.
2. Déterminer la limite d’'une fonction en utilisant les limites usuelles des fonctions de

référence.

3. Déterminer une limite par comparaison.
4. Donner une équation des éventuelles asymptotes paralléles a un axe de coordonnées a

la courbe représentative d’'une fonction.
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Introduction:

On observe le comportement qu’une fonction a, lorsque les valeurs de x tendent en allant
vers l'infini ou a des valeurs interdites.

On fait donc I'introduction d’une fonction :

10

0,4

Maintenant prenons 5 comme image, ce qui nous donne :

)
f(5):m

= le dénominateur est nul, cette fraction est donc interdite en mathématique. On ne peut
donc pas calculer I'image de 5 par la fonction f

On va donc prendre un image proche de 5 :

4
f(4,9) = ﬁ =490
£(4,99) = % = 49900
f(4,999) = %;3—9_95)2 = 4999000
£(4,9991) = TS0 57 ;23?9_1 57 = 0171728,

Les valeurs de f vont continuer a augmenter si elle se rapproche de 5 on dit que x tend vers
5.
Donc lorsque x tend vers 5 alors f(x) tend vers +« et ont peut atteindre des valeurs de plus

en plus grande.
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https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(x)%3D%5Cdfrac%7Bx%7D%7B(x-5)%5E2%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(3)%3D%20%5Cdfrac%7B3%7D%7B(3-5)%5E2%7D%3D%200%2C75#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(10)%3D%20%5Cdfrac%7B10%7D%7B(10-5)%5E2%7D%3D0%2C4#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(5)%3D%5Cdfrac%7B5%7D%7B(5-5)%5E2%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(4%2C9)%3D%20%5Cdfrac%7B4%2C9%7D%7B(4%2C9-5)%5E2%7D%3D%20490#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(4%2C99)%3D%20%5Cdfrac%7B4%2C99%7D%7B(4%2C99-5)%5E2%7D%3D49%20900#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(4%2C999)%3D%5Cdfrac%7B4%2C999%7D%7B(4%2C999-5)%5E2%7D%3D%204%20999%20000#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(4%2C9991)%3D%20%5Cdfrac%7B4%2C9991%7D%7B(4%2C9991-5)%5E2%7D%3D%206%20171%20728%2C4#0

1. Limite des fonction

a) Limite

quand x tend vers +« gt -»

Imaginons une fonction f définie sur l'intervalle [a;+], on dit alors que f(x) tend vers +
lorsque x est suffisamment grand alors f(x) aussi,il sera aussi grand que I'on souhaite on I'écrit

alors :

lim f(x) =

r— 400

La limite en -« a la méme définition que en +«.

b) Limite d’'une fonction en un point

+00

lim f(z) =400

r— 400

Source : math-cours.fr,

Cas numeéro 1:

1=

- P

Sur ce graphique, on fait
X vers a et on va
donc trouver un certains
point sur la courbe (le
point vert) f(a).
Donc f(x) tend vers f(a),
sur I'axe des ordonnées,
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https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Clim%5Climits_%7Bx%5Crightarrow%20%2B%5Cinfty%20%7D%20f%5Cleft(x%5Cright)%3D%2B%5Cinfty#0

Cas numéro 2:

a limite quand x tend vers 0
la fonction de droite” va tendre vers +
point qui n’appartient pas au domaine de définition.
Pour gauche’, la fonction tend vers -«

,car 0 est un

Donc, pour faire clair, la limite d’'une fonction est la valeur
tend vers a

c) Application aux limites de références
-Premiéres limites de références

Nous prenons une par exemple
f(x)= 3x+2
en +« et -« ?
- on note que 3 son coefficient directeur est positif donc la
droite est croissante.

- si 'on cherche la limite en + 00 on se demande le
fonctionnement de la courbe quand on se déplace vers la
droite on voit qu’on n’est vers le haut donc:

la limite quand x tend vers + o0 est + o0 :
lim 3x+2 =+

xX—+o0

tend f(x) quand x

lim 3x+2 = =

X —

lim 3x+2 = - =

X — -

- Pour la limite en — o0 on se demande quel est la hauteur de la courbe quand on va sur la

gauche et on voit qu’on n’est bas donc la limite quand x tend vers — o0 est — 00 :

lim 3x+2=—o

X——00
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http://www.lesmathsentongs.com/

Si I'on chercher la limite quand x tend vers + oo, c’est faire un test avec un nombre grand par
exemple 100 donc : f(100)=3x100+2=302 , 302 qui est un nombre grand
et positif donc la limites quand x tend vers +«~ vaut également +:

lim 3x+2 =+

x—+o0

Si I'on cherche la limite quand x tend vers — o0, c’est faire un test avec un grand nombre négatif
par exemple -100 donc: f(-100)=3x-100+2 = -302, -302 qui est un nombre grand négatif donc la

limites quand x tend vers — o0 vaut également — o0 :
lim 3x+2 =00

X—>—00

-Deuxiéme limites de références:

La pente est négatif donc la droite est décroissante;

lim-x+4 ==
En +%, on est bas donc la limite vaut -«: Kl S0
lim —x+4=-00

xX—to0

En -« on est haut donc la limite vaut +«:
lim —x+4 =+

X——00

lim-x+4 = - =

X —— 0O

En +% quand on utilise la méthode par le calcul, on prend un nombre grand positif par exemple
100 donc f(100)= -100+4=-104.

On trouve un résultat assez grand mais négatif donc la limite est -:
lim—x+4=—w

xX—+o0

Si on cherche la limite en -+, on prend un grand nombre négatif, f(-100)=-(-100)+4=104
Cette fois-ci, on obtient un grand résultat positif, donc la limite est +«:

lim —x+4=t+ow

X—>—00

-Troisiémes limites de références:

lim x2 = lim x2 = + e
X = = 0 X — +

La fonction , ¢a courbe est une parabole.
En +«, on est haut donc la limite vaut +=:

lim x? =+

X—+00

En -« on est haut donc la limite vaut +=:

lim x? =+

X——00
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e Retrouvées les limites par le calcul:

Pour +, on prend un grand nombre positif; f(100)=1002=10 000
On obtient un grand nombre positif donc la limite en + vaut +:

lim x? =+

X—+o0
Pour -», on prend un grand nombre négatif; f(-100)=-1002=10 000

On obtient un grand nombre positif donc la limite en -« vaut +e:
lim x* =+ o0

X——00

-Quatriéme limites de références:
e Retrouvées les limites de facon graphique :

La fonction f définie par /(x) = x”, la courbe est une

parabole.
En +« on est bas donc la limite vaut +:
lim —x? =—
X—+o0
En -« on est bas donc la limite vaut +=:
lim —x? =— 0
X——00

e Retrouvées les limites par le calcul:

Pour +, on prend un grand nombre positif; f(100)=-100?=-10 000

On obtient un grand nombre négatif donc la limite en +« vaut - :

lim —x% = ©

X—+00

Pour -», on prend un grand nombre négatif; f(-100)=-(-1002=-10 000

On obtient un grand nombre négatif donc la limite en -« vaut-« :
lim —x? =— o0

X——00

-Cinquiéme limites de références:
e Retrouvées les limites de facon graphique :

limx3=+w

X — + ®

La fonction cube :
Quand on va loin a gauche, on est haut donc la limite vaut +e:

lim x° =+

X—+00
o - o 5- =
Quand on va loin a droite, on est bas donc la limite vaut -«: =
lim x* =— o0
X——00

Promotion Noether 2020-2021
Page 6



Pour +=, on prend un grand nombre positif; f(100)=100%=1 000 000
On obtient un grand nombre positif donc la limite en + vaut +« :

lim x> =+

X—+o0

Pour -«, on prend un grand nombre négatif; f(-100)=-(-100%=-1 000 000

On obtient un grand nombre négatif donc la limite en -« vaut-« :

lim x> = o
X——00

-Sixiéme limites de références:

La fonction

mais sur
ces limites en += et 0.
En +, |a fonction mais doucement donc on peut

qui n’est pas définie sur
, hous cherchons donc

admettre qu’elle tend vers +:

limVx = 0

limyx = + =

X —+ e

lim Vx =+ ik
x—to0o
En 0, la fonction a une hauteur qui vaut 0 donc la limite

quand x tend vers 0 est O:

limVx =0

x—0

En +«, on teste avec un grand nombre donc f(100)=V100=10, les nombres obtenue seront de
plus en plus grand et donc la limite en +« sera bien +«:

lim Vx =+

X—+o0

En 0, on n’a donc f(0)=Y0=0 , la limite quand x tend vers 0 est donc O:
limvx=0
x—0

- Septiéme limites de références:

La fonction est définie sur .
On voit que quand x tend vers +« la courbe se rapproche de plus
en plus de 0 et se limite vaut donc 0:

lim =0
X—>+00 X

lim1/x =+

x—=01

lim1/x=0

X —+

lim1/x=0

X —=-

De méme, quand x tend vers -=, la courbe se rapproche de plus en
plus de 0O et sa limite vaut O:
lim

X——00

- %

lim 1/x

S

=0

==
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Quand x tend vers o0 , il y a donc un comportement possible :

e Retrouvées les limites par le calcul:

Pour +«, on prend un grand nombre positif donc f(100)= 1/100=0,01
On n’a donc une limite qui tend vers 0:

Pour -, on prend un grand nombre négatif donc f(-100)= 1/-100=-0,01
On n’a donc une limite qui tend vers 0:

lim L=0

X—>—00

Pour les limites quand x tend vers 0, il y a aussi deux comportements possibles :

- Comportement 1:

Quand les nombres sont positifs, on n’est haut donc la limite vaut +:

- lim L =+
X

o
x—0

- Comportement 2:
Quand les nombres sont négatifs, on est bas donc la limite vaut -«:

lim L = o
X

x—0

e Retrouvées les limites par le calcul:

-Comportement 1:
On commence par 0*, on prend donc un nombre petit positif donc 0,01
qui donne f(0.01)= 1/0.01=100
Sa limite vaut donc + :
lim L =+
+ X
x—0

-Comportement 2:

On commence par 07, on prend donc un nombre petit négatif donc -0,01
qui donne f(-0.01)= 1/-0.01=-100

Sa limite vaut donc + :

lim 1 =
_ X
x—0

-Septiéme limites de références:
e Retrouvées les limites de facon graphique :
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La fonction est définie sur

- ' f(x)=1/x2  en +w, - et 072
On voit que quand x tend vers +«, |la courbe se rapproche de

plus en plus de 0 et sa limite vautldonc 0:

xX—+o0

De méme, quand x tend vers -«, la courbe se rapproche de plus
en plus de 0 et sa limite vaut donclo:

lim = =0

X—>—00

Quand x tend vers 0* et 0", la limite vaut +e.

Pour +=, on prend un grand nombre positif donc f(100)= 1/100%=0,0001
On n’a donc une limite qui tend vers O: 1
lim x__z =0
X—+00
Pour -=, on prend un grand nombre négatif donc f(-100)= 1/-1002=-0,0001

On n’a donc une limite qui tend vers 0: 1

lim =0
X
X— 0

Pour les limites quand x tend vers O :

-Comportement 1:
On commence par 0*, on prend donc un petit nombre positif donc 0,01
qui donne f(0.01)= 1/0.012=10 000.

Sa limite vaut donc +« :
1

lim = =+
x—0" ¥

-Comportement 2:
On commence par 07, on prend donc un nombre petit négatif donc -0,01
qui donne f(-0.01)= 1/-0.012=-10 000.

Sa limite vaut donc +« :

lim = =t
- X
x—0

Source: http://www.leprofduweb.com/

[l faut savoir que les fonctions cosinus et sinus n’ont limite en -« ni en +=.
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https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&v=AJJCUVxLWgE&redir_token=QUFFLUhqbE5Ldjk5NEtobGVjUk03Y01BeUcwM1lXY3hRQXxBQ3Jtc0trVlR3SWtLQ3ExQ1BxeVBldzM3cDY1MEg1b2JpV0Vna3dGUW92THQ3ZEZ0R3RNUU11X1d5QlNydk5jMWIxOExvdmhyQ1BpRi1CTXM2V3NzMmNQMnM2RkVTekJhYnZGaEdvcFkycUVqdjhmZm9HQXZXVQ%3D%3D&q=http%3A%2F%2Fwww.leprofduweb.com%2F

Hoor=-sing)

d) Interprétation graphigues des limites

La fonction f du graphique ci-dessous est définie sur 'union d’intervalle suivant :
]-0;-4[U]-4;5[U]5; +<o[

Nous allons d’abord déterminer I'ensemble des limites:
e lim f(x)=0

X—>—00

Explication : on constate que la courbe en allant vers |a gauche se rapproche de plus en plus de
I'axe d’abscisse, cela veut dire que ces valeur tendent de plus en plus a se rapprocher de 0
lorsque x tend vers -«. f(x) tend a se rapprocher de 0 donc la limite est égale a zéro.

e Ilim f(x)=0

X—to0

Explication : on constate que le morceau de la courbe en bas a droite se rapproche de plus en
plus de I'axe d’abscisse cela veut dire que ces valeur tendent de plus en plus a se rapprocher de
0 lorsque x tend vers += f(x) tend a se rapprocher de 0 donc la limite est égale a zéro.

Lorsque I'on a une limite en l'infini qui se rapproche d’'un nombre 0, cela signifie que la droite (ici
I'axe des abscisse) est asymptote a la courbe représentative de la fonction, la courbe s’en
rapproche sans jamais I'atteindre ce qui rend I'asymptote différent d’'une tangente car la tangente
touche la courbe donc cette droite est asymptote en -~ mais aussi en +«

* lim f(x) =+ oo

x——4
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on constate que -4 est au niveau de la courbe en haut a
gauche quand x se rapproche de plus en plus de -4 plus on tend vers le haut cela veut dire que
ces valeur tendent de plus en plus a se rapprocher de +«
lorsque x tend vers -4, f(x) tend a se rapprocher de +« donc la limite est égale a zéro.

on constate que -4 est au niveau de la courbe en haut a
droite quand x se rapproche de plus en plus de -4 plus on tend aussi vers le haut cela veut dire
que ces valeurs tendent de plus en plus a se rapprocher de +«.

On peut conclure que la limite de f(x) quand x se rapproche de -4 est +:

o Ilim f(x)=+o0

x—5

Quand on se rapproche de 5 on voit que I'on monte de
plus en plus haut vers l'infini, donc la limite de f(x) quand x se rapproche de 5 est +.

o lim f(x) =+

x—5

Quand on se rapproche de 5 on voit que I'on descend de
plus en plus bas vers I'infini, donc la limite de f(x) quand x se rapproche de 5 est -.

Pour conclure, on remarque que a gauche et a droite quand on tend
vers +«, on se rapproche de plus en plus d’'une droite invisible, une
droite invisible que nous allons rendre visible ci-dessous:

des asymptote vertical comme celle-ci, cette asymptote a un
équation, 'équation est x=-4.

On dira que en -4, la courbe admet une asymptote vertical
d’équation x=-4. s

Tout a I'heure, on a parlé d'asymptote horizontal mais il existe aussi i ‘//'

On peut faire la méme chose en 5 on utilise la les deux c6tés de la

droite comme support car on avait pas la méme limite quand on se l r % I
positionne a gauche ou a droite, cette asymptote a un équation,
I'équation est x=5. /
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Explication: entre -4 et 5 on ajoute 1 car on constate que a un moment les variations de la
courbes change on n’a un minimum relatif qu’on pourrait évaluer en 1 c’est pour cela qu'on fait
figurer la valeur 1 dans notre tableau de variation puisque les variation vont changer.

On ajoute des double barre a ce tableau car la fonction n’est pas défini en -4 et en 5

Ensuite on représente les variation a l'aide de fleche, avant -4 la fonction est croissante /

entre -4 et 5 c’est la ou on n’a un changement de variation qui ce passe en 1 donc on va avoir un
fleche qui descend puis une fleche qui monte \/, et enfin apres 5 la fonction est tout le temps
croissante donc on peut mettre une fleche qui monte /.

Il reste donc plus qu'a mettre les limites aux bornes et la valeur du minimum qui s'évaluent
graphiquement en 1 on obtient 2, pour le reste on va tout récupérer sur les limites qu’'on n’a
calculé précédemment.

Et tout cela nous donne le tableau de variation suivant:

Source : http://www.maths-et-tiques.fr

2. Continuité
a) Définition

Ernmathématiaues-Une fonction continue ¢ une fonction que I'on peut relier sans
lever le crayon sinon celle-ci n’est point continue

Exemple d’'une fonction continue sur un intervalle:

/\ \/ Source : bibmath.net

Promotion Noether 2020-2021
Page 12


https://www.youtube.com/redirect?v=9nEJCL3s2eU&redir_token=QUFFLUhqbi0tMEJPd25YelhwNDZoalc3elhHTXQyZGVIQXxBQ3Jtc0tsakJVNkd2d0FGRXpTWDVfeVR2SThkM1drNEhKRk9oa1VIN25DcW9TN0oyMzZ3TDMyeHJwVjBvWVI4d0ktZm5yZlNKeTU2alpEeElla2xJVWhaeDh0WGZhSHgxZktieHR5LW1lOFk0d2JuYlJyUElXNA%3D%3D&event=video_description&q=http%3A%2F%2Fwww.maths-et-tiques.fr

b) Propriété:

Toute fonction dérivable est continue.

gle) = = — g Par exemple : on peut voir ici que les iraifs ne sont pas
' reliés et que I'on ne peut pas tes-dériver |2 fonction en
! X, car on ne peut pas faire de tangente, donc ce n'est

| pas une fonction continue

Source : Maxicours

c) Théoreme des valeurs intermédiaires et son corollaire.

Soit f une fonction continue sur [a;b].Pour tout k compris entre f(a) et f(b) I’équation
f(x)=k admet au moins une solution sur [a;b]:

Fi)

Sl

Corollaire:
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f est une fonction continue et strictement monotone sur [a;b], pour tout K compris
entre f(a) et f(b) I'’équation f(x)=k admet une seule solution:

En conclusion pour avoir e corollaire du theoreme des valeurs intermediaires, on
doit avoir :

e Changement de points
e Continuité
e Stricte monotonie

d) Fonction réciproque et propriété

f(2)=4 f(4)=16

9(4)=2 9(16)=4

Définition :

f fonction continue et strictement monotone.

On appelle fonction réciproque de f, la fonction g telle que:
f(a)=b & g(b)=a

Exemple :
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Soit la fonction f définie sur R par f(x)=4x-2.

Déterminer la fonction réciproque de la fonction f.

On pose: f(a)=b

g(b)=a avec

g est la fonction réciproque de f.

Source: Déterminer la fonction réciproque d’une fonction,maths-et-tiques

Ccours.

Lien des vidéos utilisées pour le

1-b) Limite d’'une fonction en un point:

Lien: https://youtu.be/DUAC9GaSciM

c) Application aux limites de références
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https://youtu.be/DuAC9GaSciM
https://www.youtube.com/watch?v=AJJCUVxLWgE&list=WL&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=AJJCUVxLWgE&list=WL&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=9nEJCL3s2eU
https://www.youtube.com/watch?v=9nEJCL3s2eU
https://www.youtube.com/watch?v=ocepTsGVITs
https://www.youtube.com/watch?v=ocepTsGVITs
https://www.youtube.com/watch?v=bgINubYekqo
https://www.youtube.com/watch?v=9nEJCL3s2eU
https://www.youtube.com/watch?v=bgINubYekqo
https://youtu.be/mXnH_8yxFag

