Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien
(de dimension finie).

Mohamed NASSIRI

On se place dans un espace euclidien et donc on aura plein de propriétés géométriques, notamment
grace au produit scalaire.

A partir de la définition des endomorphismes adjoints, c’est-a-dire que I’on se donne un endomorphisme
f € L(E), et on a lexistence d’'un et d’un seul endomorphisme f* de E tel que

(f(x),y) = {x, f*(y)) Yo,y E

On va s’intéresser aux relations suivantes entre f et f* :

’Endomorphismes fetf*

i

=1 (f*of=fof" (f*of=fof =1Id

| | |

autoadjoints orthogonau

Les endomorphismes autoadjoints vont nous conduire au célébre théoréme spectral et aux matrices
de Gram qui nous permettent d’obtenir la distance en un point et un sous-espace vectoriel.

La réduction des endomorphismes normaux va quand a elle nous conduire & la réduction peu connue
des matrices antisymétriques.

Quant aux endomorphismes orthogonaux, leur étude est encore plus passionnante. Par exemple, I'en-
semble des endomorphismes orthogonaux forment un groupe et leur réduction permet d’obtenir divers
résultats intéressants. Pour finir, les applications sont variées. On a les homéomorphismes telle que la
décomposition polaire et entre les espaces S,,(R) et S;7(R), mais également une application a 1’algébre
des quaternions.
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Soit £ un espace euclidient de dimension finie 0 Endomorphismes adjoints
n. On note L(F) 'ensemble des endomorphismes [GRI] p.238
de E.
Proposition-Définition 1 Soit f € L(F). Il
existe un et un seul endomorphisme f* de E tel que

(f(@),y) = (2, [*(y)) Vo,yeE



f* est dit adjoint de f.

Matriciellement, si B = (e, ..., ey) est une base or-
thonormée de E et que A = Mat(f)g, alors la ma-
trice A* = Mat(f*)p est la tranposée de A :

A=t A

Proposition 2 Soit f,g€ L(E) et A€R. On a :

(i) f*=f, Id"=Id

(it) (f +9) = f"+g", (Af)"=Af"
(iii) (fog)* =g*o f*

() rgf* =rgf, detf* =detf

Proposition 3 Soit f € L(E). Si F est un s.e.v.
de E stable par f, alors F+ est stable par f*.

1 Endomorphismes autoad-

joints

1.1 Définitions et exemples [GRI]
p.252

Définition 4 Un endomorphisme f d’un espace eu-
clidien est dit autoadjoint si

(f(@),y) = (2, f(y)) Vo,yecE

En d’autres termes, f est autoadjoint si f* = f.
Matriciellement, f est autoadjoint si et seulement si
la matrice qui le représente dans une base orthonor-
mée est symétrique.

Exemple 5 Soit f € L(E). f*of est un endomor-
phisme autoadjoint.

1.2 Reéduction |[GRI] p.252 — 254

Théoréme 6 Soit f un endomorphisme autoad-
joint d’un espace euclidien. Alors :

(i) f est diagonalisable.

(ii) Les sous-espaces propres de f sont deuzx & deux
orthogonaux.

Corollaire 7 Soit A € S,(R). Il existe alors P €
O,(R) telle que la matrice A’ =t PAP soit diago-
nale.

Remarque 8 Les matrices symétriques complexes
(non réelles) ne sont pas nécessairement diagonali-
sables (ni dans R, ni dans C). Par exemple, A =

<(1) 21@> est symétrique et non diagonalisable.

Proposition 9 Soient s une forme bilinéaire sy-
métrique sur E et B = (eq,...,e,) une base de E.
Alors s définit un produit scalaire si et seulement si
la matrice S = Mat(s)p a toutes ses valeurs propres
strictement positives.

1.3 Matrices de Gram [GRI| p.258 &
p.266

Définition 10 Soit (E,(.,.)) un espace euclidien
et {v1,...,v,} une famille ordonnée de vecteurs de
E. On appelle matrice de Gram associé la famille
(1, ..., Up), la matrice

(v1,v1) (v1,vp)

Gram(vy, ..., vp) = ; '
{vp, v1) (Up, vp)
On note G(v1, ..., vp) = det(Gram(vy, ..., vp)).

Théoréme 11 Soient {v1,...,v,} une famille libre
de E, F = Vect{vi,...,v,} et & € E. Alors,

G(z,v1,...,0p)
d F 2 _ ) ) » Yp
(2, F) G(u1, .., vp)

2 Endomorphismes normaux

2.1 Définitions et exemples [GOUal]
pP-258

Définition 12 Un endomorphisme f d’un espace
euclidien est dit normal si

frof=fof”

Matriciellement, f est normal si et seulement si la
matrice A € M, (R) qui le représente dans une base
orthonormée est normale (*AA = AA).

Exemple 13 En particulier sont normales, les ma-
trices (anti)symétriques réelles. [GRI| p.286

2.2 Reéduction [GOUal] p.259 — 261

Lemme 14 Soient E un espace euclidien de di-
mension 2 et f € L(E) un endomorphisme normal
n’admettant pas de wvaleurs propres réelles. Dans
toute base B orthonormale de E, la matrice de f
a la forme

a

—b
Mat(f)B:(b a)’ avec b # 0
Théoréme 15 Soient E un espace euclidien et f €
L(E) un endomorphisme normal. Alors il existe une
base orthogonale B de FE telle que

A1
0
Ar
Mat(f)g = - ,
0
Ts
ou pour tout 1, \; € R et pour tout j,
(v b
Ea (bj a; > & M)



Théoréme 16 Soit M € M, (R) une matrice anti-
symétrique. Alors il existe une matrice orthogonale
P telle que

0
0
P iMP = 0 ,
T1
0
Ts
ot pour tout 1,
0 —b
e <bi 01) € Ma(R)
3 Endormorphismes orthogo-

naux
3.1 Définitions et premiéres proprié-
tés [GRI] p.239 — 241

Définition 17 f € L(F) est dit endormorphisme
orthogonal si

(f(2), f(y) = (x,y) Va,yeE

On note O(E) Uensembles des endomorphismes or-
thogonaux de E.

Proposition 18 Soit f € L(FE). Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

(1) {f(), f(y)) = (z,y) Vo,ycE

(i) |lf@)|| = |lz|]| Vz e E

(i1i) Si B = (e1, ..., en) une base orthonormée de E
et A= Mat(f)s, alors'AA=A'A=1,

Proposition-Définition 19 Soit f €
alors :

(i) Les valeurs propres de f sont +1 et -1.
(ii) detf = £1. En particulier, f est bijective.

Les endomorphismes orthogonauxr de déterminant
+1 sont dites directes ; celles de déterminant -1 sont
dites indirectes.

O(E),

Proposition 20 f est un endomorphisme orthogo-
nal si et seulement si elle transforme toute base or-
thonormée en une base orthonormée.

Pour cela, il suffit qu’il existe une base orthonormée
qui, par f, est transformée en une base orthonormeée.

3.2 Réduction [GOUal] p.256-257

Théoréme 21 Soient E un espace euclidien et f €
L(E) un endomorphisme orthogonal. Alors il existe

une base orthonormale B de E telle que

R(6h)
Mat(f)g = ' ,

€s

ou pour tout j, €; € {£1} et pour tout i,

R(6;) = (COSQZ’

sin@i

—sin@i
cost;

> S MQ(R)
avec 0; € R, 6; Z0 (mod )

3.3 Groupe orthogonal |[GRI| p.240
— 243

Proposition-Définition 22 L’ensemble
O,(R)={A e M,(R) | "AA=A'A=1,}

vérifie les propriétés suivantes :

(i) st A, B € On(R), alors AB € O,(R)

(i) I, € On(R)

(iii) si A € On(R), alors A~! € 0,,(R)

En particulier, O, (R) est un sous-groupe du groupe
linéaire GL,(R), dit groupe orthogonal.

Proposition-Définition 23 L’ensemble
SOL(R) ={A € O,(R) | detA =1}

est un groupe, dit groupe spécial orthogonal.

2 -1 2
Exemple 24 A = % 2 2 -1
-1 2 2

€ SO5(R)

Proposition 25 La matrice de passage d’une base
orthonormée a une base orthonormée est une ma-
trice orthogonale.

Proposition 26 Ftude de O3(R) :

O3(R). Alors :
- soit A € SO2(R) et dans ce cas

cosf) —sinf
A= (sin9 cosf >

(rotation d’angle 0 et de centre O)
- soit A ¢ SO2(R) et dans ce cas

_ (cosf  sind
~ \sinf —cosf

(symétrie orthogonale par rapport a la droite d’angle
polaire 6/2)

Soit A €




Proposition 27 Etude de O3(R) : Soient A €
O3(R) et f l’endomorphisme de R3 tel que A =
Mat(f)g (ou B est la base canonique). Alors il
existe une base orthonormée B' de R3 telle que

cos —sinfd 0
A'=Mat(f)g = [ sinf cosf 0
0 0 €

ot e =+1 sidetA =1, (i.e.) A€ SO3(R);
et e =—1 sidetA = —1, (i.e.) A ¢ SO3(R)
3.4 Application 1 : Quelques homéo-
morphismes [H2G2t1l] p.202 —
210

Théoréme 28 & Décomposition polaire @
On a les homéomorphismes suivants :

On(R) x ST (R) = GL,(R), (0,5) — OS

U, x HT = GL,(C), (U,H) — UH

Corollaire 29 & Points extrémauz de la boule unité

de L(E) : & Soit E un espace euclidien et B = {f €
alors les points extrémauz de B

L(E) [IAIl <1},
sont les éléments de O(E). [FGNag3] p.130-131

Théoréme 30 & Homéomorphisme entre S, (R)
et STH(R) &

e L’application exp : S,(R) — ST (R) est un ho-
méomorphisme.

o L’application exp : Hn, — HIT est un homéomor-
phisme.

Corollaire 31 On en déduit les isomorphismes
sutvants :

n(n+1)
2

GL,(R) ~ O,(R) x R

GL,(C) ~ U, x R"

3.5 Application 2 Quaternions
[PER] p.160 — 164

Proposition-Définition 32 Il existe wune al-

gebre M  de dimension 4 sur R, appelé

algébre des quaternions, muni d’une base 1,i,5,k
telle que :

(i) 1 est élément neutre pour la multiplication,

(ii) on a les formules

jk=—-kji=1, ki=—ik=j, ij=—ji=k
=5 =k=-1
Un quaternions s’écrit alors

q=a-+bi+cj+dk, aveca,b,c,d e R

H est muni de la norme algébrigue N suivante :
Vg=a+bi+cj+dk € H, N(q)=a®+b>+c*+d?

Proposition 33 Soit G le groupe des quaternions
de norme 1. Alors G est connexe.

Théoréme 34 Soit G le groupe des quaternions de
norme 1. On a lisomorphisme suivant :

G/{-1,1} = SO3(R)



Questions

Exercice : 1) Montrer que si A € M,,(R) vérifie ‘AA = 0, alors A = 0.
2) Le résultat est-il encore vrai sur C?

Solution : 1) L’idée est de revenir aux endormorphismes pour avancer et de constater que le point de vue
matriciel a ses limites ...

Soit f I’endomorphisme associé & A dans la base canonique. Ainsi, *AA = 0 se traduit par f* o f = 0.
Par suite, Vo € E,

0= (f*0o f(x),x) = (f(x), f(x)) = ||f(2)[]?
Cela implique que f(z) =0, Vo € E, donc f =0 (i.e.) A=0.

1

2) La réponse est non! En considérant la matrice A = ( i), on atAA =0 et pourtant A # 0.

Exercice : Soit f € £(E) un endomorphisme normal. Montrer que si F est stable par f, alors F*
est stable par f.

Solution : Considérons une base orthonormée B adaptée a la décomposition £ = F @ F*, alors

D’autre part, comme f est normal, on a f* o f = f o f*. Par suite, on a
tAA ‘ tAB [ A'A ‘ BtC
tBA ‘ ‘BB+'CcCc )  \ C'B ‘ cic

Le bloc en bas a droite nous donne

L’idée est de montrer que B = 0.
D’une part,

‘BB+'CC =C'C = Tx("BB+' CC) = Tr(C'C)
= Tr(*BB) + TrteC) = Te(e* )

= Tr("BB) =0
=B=0

Par conséquent,

Et ainsi, F'- est stable par f.

Exercice : Montrer que Vect(O,(R)) = M, (R).




Solution : On peut déja regarder ce qu’il se passe pour n = 1. On a
O1(R) = {£1} et M1(R)=R
Incontestablement, on a Vect(O;(R)) = Vect({£1}) = R = M;(R)

Pour montrer que Vect(O,(R)) = M, (R), on va montrer que O,(R) n’est jamais contenu dans un
hyperplan de M, (R).

I1 faut donc se rappeler la caractérisation des hyperplans de M, (R) :

Soit H un hyperplan de M,,(K). C’est donc le noyau d’une forme linéaire non nulle ¢ (i.e.)

H = Ker(p) = {X € M,(K) | 9(X) =0}
Or, pour A € M, (R). L’application

fa : MyR) =R
X — Tr(AX)

induit un isomorphisme f entre (M, (R)) et son dual (M, (R))*

fo Mu(R) = (Mn(R))"
A fa

Par conséquent, 3A € M, (R) telle que p(X) = Tr(AX), V X € M, (R). Ainsi,
H={X e M,(K) | Tr(AX) =0}
Donc il nous suffit de montrer qu’il existe X € O, (R) telle que Tr(AX) # 0. Allons-y !

Par le théoréme de décomposition polaire, il existe un couple (O, S) € O, (R) x S;7(R) tel que A = OS.
Par conséquent,
Tr(AX) = Tr(0OSX)

En prenant, X = O~! € 0,,(R), on a

Tr(AX) = Tr(OSO™') =Tr(S) #0 car S € S (R)



