Méthode de Laplace
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Recasage :

: Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.
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Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applications.
Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.
Prolongement de fonctions. Exemples et applications.

: Problémes d’interversion de limites et d’intégrales.

e e e 00 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou
plusieurs variables.
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Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.

Résumé :

La méthode de Laplace illustre particulierement bien le comportement asymptotique des fonctions définies
par une intégrale dépendant d’un parametre.

Prérequis :

Continuité et dérivabilité - Intégrale a parameétre - Développements asymptotiques

Théoréme : Soit ¢ : [a,b[— R, de classe C? et f[a,b[— C telle que e~%¥ f soit Lebesgue
intégrable pour un certain to. On suppose que f est continue en a et f(a) # 0 et on pose
F() = [, e”#) f(a)de

Si¢' > 0 sur |a,b[, ¢'(a) =0 et ¢”’(a) > 0 alors

T e—tso(a)f(a)
t=too \[ 20" (a)  \/t

F(t)

Démonstration.
1) Montrons que F' est bien définie :

@ est croissante, donc Vt > ty, a > x > b,

|e‘t*°(””)f(a:)| — e—(t—to)go(m)|e—toap(m)f(x)| < e—(t—to)sa(a)|€—toga(r)f(x)|

Donc F'(t) converge Vt > to
Simplification : Sans perte de généralités, on peut tg = 0. On peut s’y ramener en remplcant ¢ — tg par ¢ et



e~ t¥ f par f.

2) Prenons a = 0, p(x) = 22 et montrons que F(t) ~ @L\/?:

D’une part, comme f est continue en a = 0, il existe M > 0 et a €]0,b] tel que |f(z)] < M pour tout
x € [0, . Alors pour tout ¢t > 0,

«@ R a\/f 5 U +o0 2 T
Vi / e fa)de = / e (P ydu ———s / e F(0)du = Y 5(0)

u2=tx?

par convergence dominée, car |efu2f(%)x[o’m/ﬂ (w)| < Me™", Yu >0, Vt > 0.

/ab eftzr“f(x)da:

D’autre part,
b
< ete / f(@)lde ——— 0
0 t — +oo

donc F(t) ets %72

3) Cas général : D’aprés les hypotheses, @ : z — y = /o(z) — p(a) est un C*-difféomorphisme de [a, b
sur un intervalle [0, ®(b)].
En effet, -
_ "
&' () = ¢'( (@ —a)p™(a) _ ¢"a)
2 (x — 2 (x —a)2¢"(a)/2 2

On a ainsi p(x) = ¢(a) + y>.

Soit « = O(y) lapplication réciproque de ®. Il vient :

b b=0(c) )
F(t) :/ e 1@ f(z)da = e_t‘/’(a)/ e~ f(x)dx
a a=0(0)
c !/
_ o—tp(a) —ty? —tw(a)ﬁ f(e(o))e (0)
Sl e CO IO B
De plus, on a ©(0) = a, et ©'(0) = (@,1)}(9(0)) ,,(a) D’ot le résultat. O

Remarques :

e On peut donner une interprétation assez simple de la méthode de Laplace. En remarquant que, pour ¢
assez grand, la fonction z — e~ *¢(*) décroit rapidement, la méthode de Laplace dit que grosso modo la
contribution essentielle a I'intégrale provient d’un voisinage du point a qui est ’abscisse du maximum
de la fonction x + e~**(®), Un dessin vaut mille mots (et surtout le baratin précédent ...).
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e En fait, on peut méme faire une démonstration d la physicienne ou heuristigue pour retrouver la
formule.

b b
/ e~t9(®) f(z)da = e~t(@ / e =2(@) f(2)de

a

Et le développement de Taylor de ¢ suivant

nous donne

b b,
/ 19 f(2)dg ~ e—t0(0) / et @ f ()

1

c 2
_ 715(,9(0,)/ 7%]0 Yy
= e e a+ dy
y=vi(z—a)y/?" (a) 0 Vo' (a) )/t (a)
dy=vtdz/¢" (a)

oit ¢ = \t(b— a)\/¢" (a). Puis, lorsque t — 400, on a ¢ — 400 et f (a + m) — f(a). Ainsi,

¢ 1 —te(a) too
e’t‘P(“)/ e flar Y dy ~ & 19 f(a)/ e zdy
0 Vie'(a) ) \tg"(a) T toree (i (a) Jo
N —

e On peut utiliser la méthode de Laplace pour démontrer le résultat suivant :

Formule de Stirling :
L(t+1), ~ Vorttte

—+0o0

Démonstration : Comme I'(t 4+ 1) = zle~®dz, on remarque que la fonction = — z'e™® atteint son
maximun en x = t, donc on peut s’attendre a ce que la contribution essentielle a l’intégrale provienne

+oo
0




d’un voisinage de ce point.
On a, en appliquant un changement de variable qui nous raméne a un maximum atteint en 0 :

+oo

+o0 +oo
e = [ aterar =[G e e — et [ et
0 r=t(u+l1) J_q -1

avec p(u) =1+ u+In(u+1).
On peut appliquer la méthode de Laplace en remarquant que

On a donc

oo —to(u) ot 0 —to(u) T ot
e "PWdy  ~ —e et e "Wdy  ~ —e
0 t—4oo |\ 2t 1 t—too \ 2t

Par conséquent,
L(t+1) ~ Vorttle™
t——+oo

e—tp(z)
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