Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille
d’endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie.
Applications.

Mohamed NASSIRI

La notion de sous-espace stable est fondamentale pour les endomorphismes. Elle permet, par exemple,
pour un s.e.v. F'de E et f € L(E), de considérer la restriction f|r qui est encore un endomorphisme de
F. Cette propriété est essentielle notamment pour les raisonnements par récurrence.

Les sous-espaces stables sont trés présents pour la réduction des endormorphismes. Le point de dé-
part de notre affaire est la décomposition d’un espace E en somme de sous-espaces stables F; sur lesquels
un endomorphisme considéré u est "plus simple". En particulier, si les ug, sont des homothéties, u est
diagonalisable. L’avantage de la dimension finie est la description matricielle d’'un endomorphisme (via le
choix d’une base). Diagonaliser un endomorphsime, ¢’est donc diagonaliser sa matrice.

La condition d’étre une homothétie peut paraitre trés restrictive, voire utopique mais la densité des
matrices diagonalisables D,,(C) dans M,,(C) et la décomposition de Dunford de n’importe quelle matrice
M de M, (C) sous la forme M = D + N avec D € M, (C) diagonalisable et N € M,,(C) nilpotente
(vérifiant en outre DN = N D), nous montre que 1’étude des endomorphismes diagonalisables n’est pas
superflue.

Deux outils vont étre importants : le polynéme caractéristique et le polynéme minimal. Des conditions
simples sur ces polynémes vont nous donner des critéres de diagonalisation, et le célébre théoréme de
Cayley-Hamilton nous donne une relation de divisibilité entre ces deux polynémes.

Par la suite, on se place dans un espace euclidien et donc on aura plein de propriétés géométriques,
notamment grace au produit scalaire. A partir de la définition des endomorphismes adjoints, c’est-a-dire
que ’on se donne un endomorphisme f € L(E), et on a l'existence d’un et d’un seul endomorphisme f*
de E tel que

(f(x),y) = (x, f*(y)) Yo,y € E

On va s’intéresser aux relations suivantes entre f et f* :

’Endomorphismes fetf*

i

=1 [f*of=fof" (f*of=fof =1d

autoadjoints

On sait que C est algébriquement clos d’aprés le théoréme de D’Alembert-Gauss, donc il est inutile de
vouloir chercher un sur-corps de C. Cepedant, si I’on sacrifie la commutativité, on peut créer un sur-corps
de C : le corps des quaternions H. Le lien entre quaternions et transformations géométriques est donné
par 'isomorphisme :

G/{-1,1} = SO3(R)

ou G est le groupe des quartenions de norme 1. Ce qui permet de faire explicitement le lien entre les
quaternions et les rotations dans I’espace sont les formules de rotation d’Olinde Rodrigues.



Pour finir, en considérant un C-espace vectoriel V' de dimension finie n, on introduira la notion de
représentation linéaire. Une représentation linéaire d’un groupe G dans V est la donnée d’un morphisme
p : G — GL(V). Par la suite, on s’intéresse a la décomposition des représentations dites irréductibles dans
le sens suivant : si une représentation p de G sur V' admet un sous-espace vectoriel W C V stable pour tous
les p(g) € GL(V), elle induit une représentation py, sur W appelée sous-représentation. Par la suite, une
représentation sur un espace V est dite irréductible si elle admet exactement deux sous-représentations :
{0} et V tout entier. Les deux résultats qui méritent d’étre mis en avant sont le théoréeme de Maschke et
le lemme de Schur.
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Dans cette lecon, K est un corps commutatif et
F un K-e.v. de dimension finie.

1 Deéfinitions et premiéres pro-
priétés [MADal] p.220-221

1.1 Sous-espaces stables

Définition 1 Soit F un s.e.v. de E et f € L(E).
On dit que F est stable par f si l'on o f(F) C F.

Exemple 2 Soit f € L(E) et P € K[X]. Alors
ImP(f) et KerP(f) sont deux sous-espaces vecto-
riels de E stables par f.

Proposition 3 Lemme des noyaux

Soit f € LIE) et Q(X) = Q1(X)...Qp(X) un poly-
nome factorisé en produit de polynémes deux & deux
premiers entre eut.

Si Q(f) =0, alors

E=Ker@Q:(f)®..® Keer(f)

[GRI] p.179-180

Exemple 4 Soit f € L(E). On appelle
espace propre de f tout sous-espace vectoriel de E
égal a Ker(f — Aldg) ot A est une valeur propre de

f.
Alors espace propre de f est stable par f.

Exemple 5 Soit f € L(FE) tel que son polynéme
caractéristique X p(X) = (—1)™"(X — )™ ..(X —
Ap)® soit scindé. On appelle espace caractéristique
associ€ a la valeur propre \; le sous-espace vectoriel

Ny, = Ker(f — \id)™

Alors espace caractéristique de f est stable par f.

1.2 Endomorphismes induits et pro-
priétés

Proposition 6 Soit f € L(FE) et F un s.e.v. de E
stable par f. Alors Uapplication

f|FZF—>F
2 £(2)

est un endomorphisme de F'.

Proposition 7 Soit f € L(FE) et F un sous-espace
vectoriel de F stable par f.

De plus, on note xy, 75, X5, €t Tf, respectivement
le polynoéme caractéristique de f, le polyndome mini-
mal de f, le polynome caractéristique de f|p, et le
polynome minimal de fp.

Alors X, divise xy et si F' # {0}, 7y, divise 7y.

Proposition 8 Soient f,g € L(E) tels que fog =
go f. Alors

(i) Tout sous-espace propre de f est stable par g (en
particulier Ker f).

(i) Imf est stable par g.

Définition 9 Soient E et F' deux espaces vectoriels
de dimension quelcongue. Soit uw € L(E, F). On dé-
finit Uapplication transposée de u, notée *u, comme
suit

bu: F* — E*
f=fou
Proposition 10 Supposons E de dimension finie.

Soit f € L(E). Un s.e.v. F de E est stable par f si
et seulement si F- est stable partf.



2 Réduction des endomor-

phismes

2.1 Diagonalisation [GRI] p.153 —
183

Définition 11 On dira que f € L(E) est diagona-
lisable s’il existe une base (e;) telle que

a1 0 0
M(f) = | 2
0 ... 0 apn

Théoréme 12 (I) f € L(E) est diagonalisable si
et seulement s’il existe une base de E formée de
vecteurs propres.

Théoréme 13 (II) Soient f € L(E) et Ai,...,Ap
les valeurs propres de f. Alors les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable.

(ZZ) E= EM oD ... @E)\p.

(iii) dimE = dimEy, 4 ... + dimFE)

Corollaire 14 Si f admet n valeurs propres deux a
deux distinctes, alors f est diagonalisable.

Proposition 15 Soient f € L(E) et A\ une valeur
propre d’ordre o de f. Alors dimE)y < «

Théoréme 16 (III) Soit f € L(E). Alors f est
diagonalisable si et seulement si :
(i) x¢(X) est scindé dans K (i.e.)

Xp(X) = (=1)"(X =A™ (X = Ap)%

avec A1, .., \p €K, eta1 +...+ap,=n
(ii) Les dimensions des espaces propres sont mazi-
males (i.e.) Vi € {1,...,n}, dimE), < o

2 0 4
Exemple 17 ¢ A= |3 —4 12| est diagonali-
1 -2 5
sable.
-1 1 1
e A=1|1 -1 1 est diagonalisable.
1 1 -1
-4 0 -2
e A= 0 1 0 | nestpas diagonalisable.

Proposition 18 Soient f € L(E) et xs(X) =
(—D)™(X — A1) (X — Xp)?? son polynome carac-
téristique. Alors, si f est diagonalisable, Q(X) =
(X — A\1)...(X = Ap) annule f.

Théoréme 19 (IV) f € L(E) est diagonalisable
si et seulement s’il existe un polyndme annulateur
de f, scindé et n’ayant que des racines simples.

Théoréme 20 (V) f € L(E) est diagonalisable si
et seulement si son polynome minimal est scindé et
a racines simples.

-1 1 1
Exemple 21 ¢ A = 1 -1 1 est diago-
1 1 -1
nalisable.
3 2 =2
e A=|—-1 0 1 | nest pas diagonalisable.
1 1 0

2.2 Trigonalisation [GRI] p.153 —
174

Définition 22 On dira que f € L(E) est trigona-
lisable s’il existe une base (e;) telle que

a1 * *
M(f)(iz = O (.122
. *
0 .. 0 apn

Théoréme 23 f € L(E) est trigonalisable si
et seulement si son polyndme caractéristique est
scindé (i.e.)

XF(X) = (—1)"(X = A) (X = Ap)
avec Ai, .., \p €K, et a1 +...+ap=n

Corollaire 24 Tout matrice A € M,,(C) est sem-
blable & une matrice triangulaire de M., (C).

—4 0 -2
Exemple 25 A= 0 1 0 | est semblable a
5 1 3
11 0
A=10 1 0
0 0 -2

Corollaire 26 Soit A € M,(K) et SpA =
{5, Ap}. On a alors

TrA=M+...+ X
detA =X X ... X A

2.3 Réductions simultanées [GOUal]
p.166 — 173

Théoréme 27 Réductions simultanées

Soient f,g € L(E) diagonalisables (resp. trigonali-
sables) et tels que fog = go f. Alors il existe une
base commune de diagonalisation (resp. trigonali-
sation) de f et g.

On dit alors que f et g sont codiagonalisables (resp.

cotrigonalisables).

Corollaire 28 Soit (f;)icr une famille d’endomor-
phismes de E diagonalisables (resp. trigonalisables)
et commutant deux a deux. Alors il existe une base
commune de diagonalisation (resp. trigonalisation)
a tous les f;.



Application 29 Lemme de Schur

Soit E un C-e.v. de dimension finie. Soit Q C
Endc(F) idrréductible (c’est-a-dire que les seuls
sous-espaces de E stables par tous les éléments de Q
sont {0} et E). Alors les seuls éléments commutant
avec tous les éléments de Q) sont les homothéties.

Remarque 30 Si E est un R-e.v. de dimension fi-
nie, le résultat est faux!

Cependant, si dimE est impair, le résultat reste
Urai.

2.4 Décomposition de  Dunford

[GOUal] p.192-193

Théoréme 31 & Théoréme des polyndmes
annulateurs ®

Soit f € L(E) et F € K[X] tel que F(f) = 0.
Soit F'= BM...M& la décomposition de Dunford
en facteurs irréductibles de K[X] du polynéme F.
Pour tout i, on note N; = KerM(f). On a alors
E=N@...B N, et pour tout i, la projection sur
N; parallelement a @j# N est un polynome en f.

Théoréme 32 & Décomposition de Dunford &
Soit f € L(E) tel que son polynéme caractéristique
Xf soit scindé sur K. Alors, il existe un unique
couple (d,n) d’endomorphismes tel que :

(7) d est diagonalisable, n est nilpotente.

(it) f=n+detdon=nod.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

Proposition 33 Soient A € M,,(C) tel que son
polyndme minimal 74 soit scindé et A= D + N la
décomposition de Duford dans C de A. On considére
Uapplication
va =1[4,]: Mu(C)—> M,(C)
M— AM — MA

(i) Alors o4 = pp + @n est la décomposition de
Duford de p 4.

(ii) (A est diagonalisable) < (pa est diagonali-
sable).

3 Endomorphismes remar-
quables
3.1 Endomorphismes cycliques

[OBJ] p.174 — 175

Définition-Proposition 34 A un polynome uni-
taire

P(X)=X"—a, 1 X" '~ .. —ay € K[X]

on associe sa matrice compagnon définie par

0 0 0 ao

1 0 0 a

0 1 0

Cp= € Mn(K)

0 0 0

o o 0

0 0 ... 0 1 An—1

On a xcp = P.

Définition 35 Soient E un k-e.v. de dimension n
et uw € L(E). On dit que u est cyclique s’il existe
x € E tel que

(z,u(z),....;u" " (x))
soit une base de E.

Proposition 36 Soient E un K-e.v. de dimension
n eu u € L(E). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) u est cyclique;

(id) (—1)"Xu = mu ;

(#i1) m, est de degré n;

(iv) il existe une base de E dans laquelle la matrice
de E est une matrice compagnon ;

(v) dim(Ku]) = n.

Proposition 37 Soient E un K-c.v. de dimension
n euw u € L(E). Alors u est diagonalisable si et
seulement s’il admet n valeurs propres distinctes.

3.2 Endomorphismes autoadjoints et
normaux [GRI| p.252 — 254,
p.286-287

Définition 38 Un endomorphisme f d’un espace
euclidien est dit autoadjoint si

(f(x),y) = (x, f(y)) Yo,y E

En d’autres termes, f est autoadjoint si f* = f.
Matriciellement, f est autoadjoint si et seulement si
la matrice qui le représente dans une base orthonor-
mée est symétrique.

Proposition 39 Soit E un espace euclidien et f €
L(E) un endomorphisme autoadjoint. Si F est un
s.e.v. de E stable par f, alors F- est stable par f.
[GOUal] p.244

Théoréme 40 Soit f un endomorphisme autoad-
joint d’un espace euclidien. Alors :

(i) f est diagonalisable.

(ii) Les sous-espaces propres de f sont deux & deux
orthogonaux.

Corollaire 41 Soit A € S,(R). Il existe alors P €
O, (R) telle que la matrice A =t PAP soit diago-
nale.



Remarque 42 Les matrices symétriques com-
plezes (non réelles) ne sont pas nécessairement dia-
gonalisables (ni dans R, ni dans C). Par exemple,

A= ((1) 211) est symétrique et non diagonalisable.

Définition 43 Un endomorphisme f d’un espace
hermitien est dit normal si

frof=fof”

Matriciellement, f est normal si et seulement si la
matrice A € M,,(C) qui le représente dans une base
orthonormée est normale (*tAA = A*A).

Exemple 44 En particulier sont normales, les ma-
trices (anti)symétriques réelles, hermitiennes, or-
thogonales et unitaires.

Proposition 45 Soit E un espace hermitien et f €
L(E) un endomorphisme autoadjoint. Si F est un
s.e.v. de E stable par f, alors F* est stable par f*.
[GOUal] p.258

Théoréme 46 Soit f un endomorphisme normal
d’un espace hermitien. Alors :

(i) f est diagonalisable.

(ii) Les sous-espaces propres de f sont deuzx & deuz
orthogonaux.

Corollaire 47 Soit A € M,,(C) normale. Il existe
alors U € U, telle que la matrice A" =t UAU soit
diagonale (non nécessairement réelle).

3.3 Endormorphismes orthogonaux
[GRI] p.239 — 241

Définition 48 f € L(F) est dit endormorphisme
orthogonal si

(f(x), f(y)) =(z,y) Vz,y€E

On note O(E) ensembles des endomorphismes or-
thogonaux de E.

Proposition 49 Soit f € L(E). Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

(1) {f(x), f(y)) = (z,y) Vo,y€E

(i) |lf@)|| = [lz|]| Vz e E

(i1i) Si B = (e1, ..., en) une base orthonormée de E
et A= Mat(f)s, alors*tAA = A'A=1,

Proposition-Définition 50 Soit f €
alors :

(i) Les valeurs propres de f sont +1 et -1.
(ii) detf = £1. En particulier, f est bijective.

Les endomorphismes orthogonaux de déterminant
+1 sont dites directes ; celles de déterminant -1 sont
dites indirectes.

O(E),

Proposition 51 f est un endomorphisme orthogo-
nal si et seulement si elle transforme toute base or-
thonormée en une base orthonormée.

Pour cela, il suffit qu’il existe une base orthonormeée
qui, par f, est transformée en une base orthonormée.

Proposition 52 Soit E un espace euclidien ou her-
mitien et f € L(E) un endomorphisme orthogonal.
Si F est un s.e.v. de E stable par f, alors F* est
stable par f. [GOUal] p.244

Théoréme 53 Soient E un espace euclidien et f €
L(E) un endomorphisme orthogonal. Alors il existe
une base orthonormale B de E telle que

R(61)
0
R(0,
Mat(f)s = @) 7
1
0
€s
ot pour tout j, €; € {£1} et pour tout i,
costl; —sinb;
R(0:) = (sin@i cosb; ) € M2(R)

avec 0; € R, 6; Z0 (mod ) [GOUal] p.256-257

4 Quaternions [PER] p.160 —
164

Proposition-Définition 54 Il existe wune al-
gebre M  de dimension 4 sur R, appelé
algébre des quaternions, muni d’une base 1,i,5,k
telle que :

(i) 1 est élément neutre pour la multiplication,

(i) on a les formules

jk=—-kj=1i, ki=—ik=yj, ij=—ji=k
PP= =k =-1
Un quaternions s’écrit alors

q=a+bi+cj+dk, aveca,b,c,deER

Définition 55 H est muni de la norme algébrique
N suivante :V q=a+bi+cj+dkeH

N(q) =a* +b* +* + d&

Théoréme 56 & SO3(R) et les quaternions &
Soit G le groupe des quaternions de norme 1. On a
lVisomorphisme suivant :

G/{-1,1} = SO3(R)



5 Représentations linéaires de
groupes

5.1 Définitions et premiéres proprié-
tés [PEY] p.194-195

Définition 57 Soit V un C-espace vectoriel de di-
mension finie n. Une représentation linéaire d’un
groupe G dans V est la donnée d’un morphisme
p : G — GL(V). Ceci correspond & la donnée
d’une action linéaire du groupe G sur V :

GxV =V
(9,v) = g.v = p(g)(v)

Une représentation p est dite fidéle si p est injective.
On dit aussi que G agit fidélement sur V.

Définition 58 On définit C[G] lespace vectoriel
de dimension |G| sur C dont la base est indexée par
G et de la forme {ey}q4ec-

Remarque 59 Pour g € G, on note
G —=C

0y 1
g h»—>{0

Par suite, pour une fonction f : G — C, on a

f= Zf(9)59

geG

sith=g

sinon

Ce qui permet d’identifier C|G] avec l’espace des
fonctions de G sans C.

5.2 Exemples fondamentaux [PEY]
p.195 — 198

Exemple 60 La représentation réguliére a gauche
est la représentation de G sur l’espace vectoriel C[G]
(espace vectoriel de dimension |G| sur C dont la
base est indexée par G et de la forme {ey}q4cc) dé-
finie par le morphisme

Vg€ G, plg) : {SG] :(5[:;]

Proposition 61 La représentation réguliére est fi-
déle.

Définition 62 Pour deux représentations py et
pw respectivement sur V et W, on définit une
représentation somme pygw par

Vg € G, Y(v,w) €V x W,

pvew (9)((v,w)) = py(g9)(v) + pw(g)(w)

Définition 63 Pour deux représentations py et
pw respectivement sur V et W, on définit une
représentation des morphimes prv,wy sur L(V, w)
par

Vg e G, Vf e LV, W),

peevny(9)(f) = pw(g) o fopvig™)
7

T ow

pw(g)

S 7 74
cv,wy(9)

%4
pv(g)l
14

P

Proposition 64 On définit bien ainsi une propo-
sition.

Définition 65 On définit 'action de &,, sur
C[Xy, ...

, Xn] par

Gn X (C[Xh .
(O’,P(Xl,

W Xn] = C[Xy, ..., X,
, Xn)) = o P(Xy, ..., Xp)
= P(X5(1)s - Xo(n))

[GOUal] p.78

5.3 Représentations irréductibles

[PEY] p.198 — 201

Définition 66 e Soient p et p' deuxr repré-
sentations d’un méme groupe G respective-
ment sur deur C-espace vectoriel V et V'. Un
opérateur d’entrelacement est une application li-
néaire T V — V' tel que pour tout g € G,

Top(g)=p'(g)oT

| (. )

p(g)l ip/(g)

|

e On note Homg(V, V') l'ensemble des opérateurs
d’entrelacements.

e Deux représentations p et p' d’un méme groupe G
respectivement sur deux C-espace vectoriel V et V'
sont dites isomorphes (ou G-isomorphes) si T est
bijective.

Définition 67 Si une représentation p de G sur'V'
admet un sous-espace vectoriel W C V' stable pour
tous les p(g) € GL(V), elle induit une représenta-
tion pw sur W appelée sous-représentation.

Définition 68 Une représentation sur un espace V
est dite irréductible si elle admet eractement deuz
sous-représentations : {0} et V' tout entier.

Définition-Proposition 69 Soit p une représen-
tation de G sur'V. Alors p laisse invariant le produit
hermitien suivant :

(@.9)a =D (p(9)(@), p(9) ()

geG



ot (.,.) est un produit hermitien quelconque sur V.
On dit alors que p est une représentation unitaire.

Théoréme 70 Théoréme de Maschke
Toute représentation peut s’écrire comme somme de
représentations irréductibles.

5.4 Invariance et représentations
[PEY] p.203 — 205

Définition 71 Soit p une représentation sur V. On
note

VE={veV|Vgeq, p(g)(v) =gv =0}
C’est une sous-représentation de V.

Exemple 72 En considérant laction de &, sur
C[X1,..., Xn], on dit qu’un polynome P €
C[X1, ..., X, est symétrique si P € C[X1, ..., X,,|®"
(i.e.) siVo € &, on a
P(XU(1)7"'7X(T(71)) = P(Xla aXn)

[GOUal] p.78

Exemple 73 Dans le cas de la représentation des
morphimes proy,wy sur L(V,W) de deux représen-
tations py et pw respectivement sur Vet W, on a
Homg(V, V') = L(V,W)¢

Proposition 74 Lemme de Schur :

Soient p et p' deux représentations irréductibles
d’un groupe G respectivement sur deur C-espace
vectoriel V et V' et f € L(V, V') un opérateur d’en-
trelacement. Alors

(i) si p et p' ne sont pas isomorphes, f = 0.

(i) Si f #0, alors f est un isomorphisme.

Si on suppose V.=V', alors [ est une homothétie.

Corollaire 75 On considére toujours deux repré-
sentations irréductibles d’un groupe G sur'V et V'.
On a donc

1 si VetV sont
dim(Homg(V, V")) = isomorphes

0 swon



Questions

Exercice : Soient F un K-e.v. de dimension n eu u € L(E).

1) Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(7) u est cyclique;

(“) (*l)nXu = Ty 3

(ii7) m, est de degré n;

(iv) il existe une base de E dans laquelle la matrice de F est une matrice compagnon ;

(v) dim(Ku]) = n.

2) Montrer que u est diagonalisable si et seulement s’il admet n valeurs propres distinctes.

Solution : 1)
(i) = (iv) : Dans une base de la forme (x,u(z), ...,u™ " !(z)), la matrice de u est une matrice compagnon.

(iv) = (i) : Soit B = (eq,...,en) une base dans laquelle la matrice de u est une matrice compagnon.
Alors, on a

B = (e1,u(er), ..., u™ (er))
(i) = (i) : Comme u est cyclique, alors on a deg(m,) > n = degx,. En effet, si on avait degm, <n —1,

alors la famille (z, u(x), ..., u"~1(x)) serait liée. Par ailleurs, par le théoréme de Cayley-Hamilton, 7, | 4.
Par conséquent, on en déduit que (—1)"x, = Ty.

(ii) < (i) < (v) : Grace a 'isomorphisme

Klu] = K[X]/(m)

on a donec dimK[u] = degm,. Par ailleurs, toujours par le théoréme de Cayley-Hamilton, m, | x,. Par
conséquent, on en déduit que

(—1)"xu = my ¢ degm, = n & dim(K[u]) =n

(i1i) < (i) : C’est le point le plus délicat de la démonstration. Il demande quelques notions et résul-
tats intermédiaires ...

e Polynéme minimal et noyau de polynéme d’endomorphisme :

On va montrer un résultat intéressant concernant les polynémes mininaux et les sous-espaces définis
& partir d’'un noyau de polynéme d’endomorphisme. Plus précisement, soient P et () deux polynoémes
unitaires (non nécessairement premiers entre eux) tels que 7, = PQ et notons F' = KerP(u). Clest
un sous-espace stable par u.

Montrons que g = my,, = P : Comme P(u)(x) = 0 pour tout x € I, on a déja r | P. De plus, pour
x € FE,ona

P(u)(Q(u)(z)) = mu(u)(z) = 0

et donc Q(u)(z) € F. Par suite, mp o Q(u) = 0, et on en déduit que m, | 7pQ. Finalement, on a
7Tu|7TFQ|PQ:7Tu

Donc, on a égalité partout et ainsi 7p = P.




e Une premiére définition de 7, , :
Soient x € E et F' le sous-espace stable par u et engendré par z. Notons m, , le polynome minimal de
la restriction de v & F'. On a donc

Tu,z | Tu

¢ Une deuxiéme définition de 7, :
Par ailleurs, on a par définition de F,

F =vect(uP(z) ; pe N) ={P(u)(x) ; P € K[X]}
Comme pour démontrer 'existence du polynéme minimal, on va considérer I’application

Yuq K[X] = F
P(X) = P(u)(z)

Son noyau I = {P € K[X] | P(u)(z) = 0} est un idéal de K[X]. Or l'idéal I n’est pas réduit a
{0} (deux arguments : soit parce que m, € I, soit parce que ¢, , ne peut pas étre injectif entre un
espace de dimension infinie et un espace de dimension finie). Notons donc @ le polyndome unitaire
qui engendre cet idéal (tout idéal de K[X] est engendré par un élément puisque que K[X] est principal).

Montrons en fait que Q = m,, : Comme m,,(u) = 0 sur F, alors m,,(u)(z) = 0 et donc
Tu,z € I. Par suite, Q | Ty 5.

Réciproquement, montrons que Q(u)(y) = 0 pour tout y € F' (ce qui nous donnera m, , | Q). Soit
y € F, il existe P € K[X] tel que y = P(u)(z). Par suite,

Qu)(y) = Qu) o P(u)(x) = P(u) o Q(u)(x) = P(u)(0) = 0

Finalement ) annule u|p, et donc 7, , | Q. Par conséquent, on a 7, , = Q.

e Lien entre 7, et 7, ; :
Montrons qu’il existe x € E tel que m, , = m, : On peut écrire

r

Ty = H P

i=1

avec les P; irréductibles et distincts deux & deux, d’oii, par le lemme des noyaux, on a
ks
E = @ Ker(P{ (u))
i=1

Pour tout y € Ker(P (u)), mu,y | P et donc my y = Pf avec 0 < oy (car P; est irréductible).
D’aprés notre premier point, P est le polynome minimal de la restriction de u a Ker(P{*(u)). Par
suite, pour tout i, il existe z; € Ker(P (u)) tel que P !(u)(z) # 0 et on en déduit donc que
Tu,z; | Pi

Maintenant, posons = 1 + ... + &, et montrons que 7, , = m,. On a déja 7, 4 | m,. Pour montrer
que T, | Ty z, O0 va montrer que P | m, pour tout i.

On a

0=myz(x) =mpe(x1) + .. + muo(z)

Pour tout 4, Ker(P* (u)) est stable par u donc my, ,(z;) € Ker(P (u)). La somme étant directe, on
en déduit que 7y, . (z;) = 0 pour tout ¢ (i.e.) P = Ty 4, | Ty Comme les P sont premiers entre

eux, on obtient
T

Qg
HPi P=Ty | Ty

i=1

On peut (enfin!) revenir a notre démonstration ...

D’aprés nos remarques, il existe un élément = € E tel que m, , = m,. Ainsi, degm, , = n et la famille
(@, u(z),...,u""(z)) est libre. Par suite, comme la famille (z,u(x),...,u" 1(x)) est de cardinal n, c’est
une base de E.



2) Notons A;, pour 1 < i < r, les valeurs propres distinctes de v et E;, pour 1 < ¢ < r, les espaces
propres associés (avec a priori r < n).

= : Comme u est cyclique, il existe z € E tel que (z,u(x),...,u” 1(x)) soit une base de E. Comme
u est diagonalisable, on a donc
T
E=E:
i=1

Ainsi, on peut écrire x = x7 + ... + ©, avec x; € E;, pour 1 < i < r. Par ailleurs, le polynoéme
P(X) = (X — A\1)...(X = \,) vérifie P(u)(z) = 0. Mais comme la famille (z, u(z),...,u"~1(z)) est libre,
on a degP(X) = r > n. En effet, dans le cas contraire, cela supposerait qu’il existe une relation de
dépendance linéaire, et donc un polynéme Q(X) de degré inférieur ou égal a n—1 tel que Q(u)(z) = 0, ce
qui contredirait la liberté de la famille (x, u(z),...,u™"*(z))). Ainsi r = n, et donc u a n valeurs propres
distinctes.

<« : On suppose donc 7 = n et donc u est diagonalisable. Il ne nous reste plus qu’a montrer que u
est cyclique (i.e.) il existe = € E tel que (x,u(z),...,u" " !(z)) soit une base de E.

Soient x;, pour 1 < i < n, des vecteurs propres associés respectivement aux \;, pour 1 < ¢ < n. Montrons
que r = x1 + ... + z,, convient.

Supposons qu'’il existe une relation de dépendance lindaire pour (x,u(z),...,u”*(z)), et donc un poly-
nome P(X) de degré inférieur ou égal a n — 1 tel que P(u)(x) = 0. Or,

0= P(u)(z) = Plu)(z1) + ... + P(u)(xy) = P(A1)2z1 + ... + P(An)zy,

Comme les x; forment une famille libre, alors on en déduit que pour tout 1 < i < n, P(A;) = 0 et
comme degP < n — 1, on a donc P = 0. Par conséquent, la relation de dépendance linéaire pour
(@, u(z), ..., u""(z)) est triviale et ainsi la famille (x,u(z),...,u™ " 1(z)) est libre (de cardinal n), et c’est
donc une base de F.

Exercice : 1) Montrer le théoréme de Maschke :

Toute représentation peut s’écrire comme somme de représentations irréductibles.

2) Montrer le lemme de Schur :

Soient p et p’ deux représentations irréductibles d’un groupe G respectivement sur deux C-espace vecto-
riel Vet V' et f € L(V, V') un opérateur d’entrelacement. Alors

(i) Si p et p’ ne sont pas isomorphes, alors f = 0.

(#4) Si f # 0, alors f est un isomorphisme.

Si on suppose V = V', alors f est une homothétie.

Solution : 1) On raisonne par récurrence sur la dimension de V Pespace vectoriel de notre représentation.
Un espace de dimension 1 est irréductible.

Si V est un espace de dimension plus grande que 1 et irréductible, alors la démonstration est terminée.
Sinon, V' admet un sous-espace stable non trivial W. Il nous faut donc trouver un supplémentaire stable
Wo. En effet, une fois trouvé ces espaces W et Wy, on applique 'hypothése de récurrence a ces sous-
espaces. Ce qui prouvera le théoréme.

On propose deux méthodes trouver un supplémentaire stable Wy.

Méthode 1 : Soit p une représentation de G sur V. Alors p laisse invariant le produit hermitien suivant :

@,y =Y (plg)(x), plg)(v))

geG

ot {.,.) est un produit hermitien quelconque sur V.
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En effet,
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De plus, {(.,.)¢ est bien un produit hermitien comme somme de produits hermitiens.

En considérant donc ce produit hermitien, on peut prendre 'orthogonal de W, que 'on note Wy. Par
conservation du produit scalaire, I'image par G d’un vecteur orthogonal & W est encore W : Wy est donc
bien stable sous I'action de G.

Meéthode 2 : La deuxiéme méthode n’utilise pas le produit hermitien, et n’impose donc pas non plus
que le corps soit C. La démonstration qui suit est valable sur un corps K tel que sa caractéristique ne
divise pas |G|.
Reprenons donc notre sous-espace stable W de V et considérons un supplémentaire quelconque (pas for-
cément stable!) ;. Notons 7 la projection sur W associé a la décomposition V- = W @ W;. on définit
ensuite I’endomorphisme .

™= 5 > plg)omoplg™)

g€G

En fait, cet endomorphisme est un projecteur d’image W, et on a méme Wy := Kermy est un supplémen-
taire stable par I'action de G.

2)

Rappels :

e Soient p et p’ deux représentations d’un méme groupe G respectivement sur deux C-espace vectoriel
V et V'. Un opérateur d’entrelacement est une application linéaire 7 : V — V' tel que pour tout
gEG, Top(g)=p'(g)oT

V—=V

p(g)l ip’(g)

V—=V

e On note Homg(V, V') 'ensemble des opérateurs d’entrelacements.
e Deux représentations p et p’ d’un méme groupe G respectivement sur deux C-espace vectoriel V et
V' sont dites isomorphes (ou G-isomorphes) si 7 est bijective.

(7) Si on suppose que f # 0, alors Kerf est stable par tous les p(g). En effet,

Vo € Kerf, f(p(g)(x)) =p'(9)(f(x)) =p'(9)(0) =0

Ainsi, p(g)(x) € Kerf. Donc comme p est irréductible et f # 0, on en déduit que Kerf = {0}. On montre
de la méme fagon que Imf est stable par tous les p/(g), et comme p’ est irréductible et f # 0, on en
déduit que Imf = V’. Finalement, f est un isomorphisme, et p et p’ sont isomorphes.

(it) Comme V est un C-e.v., f admet au moins une valeur propre. Par suite, on pose
f=f-2d

On remarque que Kerf’ # {0} et en reprenant la premiére partie de la démonstration de la question
précédente & f/, on en déduit que f' = 0.
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