Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction
d’un endomorphisme en dimension finie. Applications.

Mohamed NASSIRI

L’idée des polynomes d’endomorphismes est de transposer des propriétés de 1’algébre (anneau eucli-
dien) K[X] sur l'algébre Endk (F), grace au morphisme de K-algébres suivant :

¢f : K[X] %EndK(E)
P(X) =) aiX' P(f) =} aif*

Une des premiéres propriétés que l'on utilise est la "principalité" de 'anneau K[X] qui nous lexis-
tence du polynome minimal, 7¢(X). Un autre polynéme d’endomorphisme intéressant est le polynome
caractéristique : pour f € Endg(FE), on le définit comme

xr(X) = det(f — Xid)

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit que x7(f) =0, et donc que 7¢(X) | x(X).

Dans le cas ol 7¢ est scindé a racines simples, I’endomorphisme f est diagonalisable. On rappelle par
ailleurs plusieurs critéres de diagonalisation. De plus, on a un résultat de diagonalisation simultanée :
soient f,g € Endk(F) diagonalisables et tels que fog = go f. Alors il existe une base commune de
diagonalisation de f et g.

La décomposition de Dunford de n’importe quelle matrice M de M,,(C) sous la forme M = D + N
avec D € M,,(C) diagonalisable et N € M,,(C) nilpotente (vérifiant en outre DN = N D), nous montre
que I’étude des endomorphismes diagonalisables n’est pas superflue. diago autoad et norm

Dans le cas ol m¢ est juste scindé, ’endomorphisme f est trigonalisable. On rappelle également
plusieurs critéres de trigonalisation. De plus, comme pour la diagonalisation, on a un résultat de trigo-
nalisation simultanée : soient f,g € Endy (E) trigonalisables et tels que fog = go f. Alors il existe une
base commune de trigonalisation de f et g.

On donne une application intéressante aux équations différentielles. A partir d’une équation différen-
tielle
y(p) + aly(pfl) +..+ay=0 (E)

On consideére le polynome, dit polynome caractéristique, P(X) = XP +a1(£)XP~ 1 +...4ap,X = Hle(X —
r;)™i. Alors, on peut montrer que les solutions de (E) sont les applications

k
t— Z e"'P;(t) avec degP; < m;
=1
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1 Polynéme d’endomorphisme

1.1 Eléments propres [GRI] p.155-
156, 163-164

Définition 1 Soit f € Endg(E). Un vecteur v €
E\{0} est dit vecteur propre de f s’il existe A € K
tel que f(v) = Av.

Le scalaire \ est dit valeur propre correspondante a
v.

Exemple 2 Soit k € K, et hy, ’homothétie de rap-
port k. Tout vecteur non nul de E est vecteur propre
correspondant a la valeur propre k.

Exemple 3 Soit rop la rotation de centre 0 et
d’angle 0 # kn (k € Z). Dans ce cas, il n’y a pas de
vecteurs propres et donc pas de valeurs propres.

Définition 4 Soit A € K. On note
Ey:={veFE]| f(v) =}

E, est un sous-espace wvectoriel de FE dit

espace vectoriel correspondant a .

Proposition 5 Soient A1, ..., A, des scalaires deux
a deur distincts. Alors les espaces Ey, ..., Ex, sont
en somme directe.

1.2 Polynéme d’endomorphisme, po-
lynéme minimal [AUL] p.86

Proposition-Définition 6 Soit f € Endg(E).
L’application
gf)f : K[X] — EndK(E)
P(X) =Y aX'—= P(f) =) af
est un morphisme de K-algébres.

Le générateur unitaire de son noyau S’appelle
polynéme minimal de f, et on le note s (X).

Définition 7 Soit f € Endg(E). Un polynome
Q(X) € K[X] est dit annulateur de f si Q(f) = 0.

Théoréme 8 Toute valeur propre est racine d’un
polynéme annulateur.

Proposition 9 Lemme des noyaux

Soit f € Endg(E) et Q(X) = Q1(X)...Qp(X) un
polynoéme factorisé en produit de polynomes deux o
deux premiers entre eut.

Si Q(f) =0, alors

E =KerQ1(f) ® ... ® KerQ,(f)

[GRI] p.179-180

1.3 Polynome caractéristique [GRI]
p.157-158, 176 — 178

Définition 10 Soit f € FEndgx(E). On appelle
polyndme caractéristique de f, le polynome

Xf(X) :==det(f — Xid)

Exemple 11 Soit f : R? = R2, l"endomorphisme
qui, dans la base canonique, est représenté par la

matrice :
1 2
= (49
On a
X7 (X) ::det(f—Xid):‘l:lx 4_2X’
— (X -2)(X —3)

Théoréme 12 Théoréeme de Cayley-Hamilton
Soit f € Endg(E). Alors x¢(f) =0.

Corollaire 13 Soit f € Endg(E). Alors wp(X)
divise x¢(X).

2 Cas ou 7y est scindé a racines
simples : diagonalisation

3 Diagonalisation
3.1 Critére de diagonalisation [GRI]
p.153 — 183

Définition 14 On dira que f € Endg(E) est dia-
gonalisable s’il existe une base (e;) telle que

a1 0 0
M(f)eL = 0 (.122
0 ... 0 apn

Théoréme 15 (I) f € Endk(FE) est diagonali-
sable si et seulement s’il existe une base de E formée
de vecteurs propres.

Théoréme 16 (II) Soient f € Endg(E) et
ALy .oy Ap les valeurs propres de f. Alors les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable.

(ii) E=E\, &..® E)\p.

(iii) dimE = dimEy, + ... + dimFE)

Corollaire 17 Si f admet n valeurs propres deux a
deux distinctes, alors f est diagonalisable.

Proposition 18 Soient f € Endg (E) et A une va-
leur propre d’ordre o de f. Alors dimFE) < «



Théoréme 19 (III) Soit f € Endg(E). Alors f
est diagonalisable si et seulement si :
(i) x¢(X) est scindé dans K (i.e.)

Xp(X) = (=1)"(X =A™ (X = Ap)

avec A1, .., \p EK, et +...+ap=n
(ii) Les dimensions des espaces propres sont mazi-
males (i.e.) Vi € {1,...,n}, dimE), < o

2 0 4
Exemple 20 ¢ A = |3 —4 12| est diagonali-
1 -2 5
sable.
-1 1 1
e A=1|1 -1 1 est diagonalisable.
1 1 -1
-4 0 -2
e A= 0 1 0 | nestpas diagonalisable.

Proposition 21 Soient f € Endg (E) et x;(X) =
(—1)™(X — A)* .. (X — Ap)™» son polynome carac-
téristique. Alors, si [ est diagonalisable, Q(X) =
(X = A1)...(X = Ap) annule f.

Théoréme 22 (IV) f € Endg(E) est diagonali-
sable si et seulement s’il existe un polynéme annula-
teur de f, scindé et n’ayant que des racines simples.

Théoréme 23 (V) f € Endg(E) est diagonali-
sable si et seulement si son polyndme minimal est
scindé et a racines simples.

-1 1 1
Exemple 24 ¢ A = 1 -1 1 est diago-
1 1 -1
nalisable.
2 =2
e A=|—-1 0 1 | nlest pas diagonalisable.
1 1 0

3.2 Diagonalisation simultanée

[GOUal] p.166 — 173

Proposition 25 Soient f,g € Endg(E) tels que
fog=go f. Alors

(i) Tout sous-espace propre de f est stable par g (en
particulier Kerf ).

(ii) Imf est stable par g.

Théoréme 26 Diagonalisation simultanée

Soient f,g € Endg(FE) diagonalisables et tels que
fog=gof. Alors il existe une base commune de
diagonalisation de f et g.

On dit alors que f et g sont codiagonalisables.

Corollaire 27 Soit (f;)icr une famille d’endomor-
phismes de E diagonalisables et commutant deux a
deuzx. Alors il existe une base commune de diagona-
lisation a tous les f;.

Application 28 Lemme de Schur

Soit E un C-e.v. de dimension finie. Soit Q C
Endc(E) idrréductible (c’est-a-dire que les seuls
sous-espaces de E stables par tous les éléments de Q
sont {0} et E). Alors les seuls éléments commutant
avec tous les éléments de @) sont les homothéties.

Remarque 29 Si E est un R-e.v. de dimension fi-
nie, le résultat est faux!

Cependant, si dimE est impair, le résultat reste
urat.

3.3 Décomposition de Dunford

[GOUal| p.192-193

Théoréme 30 & Théoréme des polyndomes
annulateurs &

Soit f € L(E) et F € K[X] tel que F(f) = 0.
Soit F = M ..M la décomposition de Dunford
en facteurs irréductibles de K[X| du polynéme F.
Pour tout i, on note N; = KerM(f). On a alors
E=N ... N; et pour tout i, la projection sur
N; parallélement a @j# N; est un polynome en f.

Théoréme 31 & Décomposition de Dunford @
Soit f € L(E) tel que son polyndéme caractéristique
Xf soit scindé sur K. Alors, il existe un unique
couple (d,n) d’endomorphismes tel que :

(i) d est diagonalisable, n est nilpotente.

(ii) f=n+detdon=nod.

De plus, d et n sont des polynomes en f.

Proposition 32 Soient A € M, (C) tel que son

polynome minimal 74 soit scindé et A= D+ N la

décomposition de Duford dans C de A. On consideére

Uapplication

[4,.]: M,(C) = M, (C)
Mw— AM — MA

(i) Alors o4 = vp + pn est la décomposition de
Duford de 4.

(i) (A est diagonalisable) < (pa est diagonali-
sable).

3.4 Endomorphismes autoadjoints et
normaux [GRI| p.252 — 254,
p.286-287

Définition 33 Un endomorphisme f d’un espace
euclidien est dit autoadjoint si

(f(x),y) = (x, f(y)) Yo,y E

En d’autres termes, f est autoadjoint si f* = f.
Matriciellement, f est autoadjoint si et seulement si
la matrice qui le représente dans une base orthonor-
mée est symétrique.



Théoréme 34 Soit f un endomorphisme autoad-
joint d’un espace euclidien. Alors :

(i) f est diagonalisable.

(i1) Les sous-espaces propres de f sont deur & deuz
orthogonauz.

Corollaire 35 Soit A € S,,(R). Il existe alors P €
O,(R) telle que la matrice A" =t PAP soit diago-
nale.

Remarque 36 Les matrices symétriques com-
plexes (non réelles) ne sont pas nécessairement dia-
gonalisables (ni dans R, ni dans C). Par exemple,

A= <(1) 212) est symétrique et non diagonalisable.

Définition 37 Un endomorphisme f d’un espace
hermitien est dit normal si

frof=fof”

Matriciellement, f est normal si et seulement si la
matrice A € M,,(C) qui le représente dans une base
orthonormée est normale (tAA = AA).

Exemple 38 En particulier sont normales, les ma-
trices (anti)symétriques réelles, hermitiennes, or-
thogonales et unitaires.

Théoréme 39 Soit f un endomorphisme normal
d’un espace hermitien. Alors :

(i) f est diagonalisable.

(ii) Les sous-espaces propres de f sont deuzx & deuz
orthogonauz.

Corollaire 40 Soit A € M,,(C) normale. Il existe
alors U € U, telle que la matrice A’ =t UAU soit
diagonale (non nécessairement réelle).

4 Cas ou m; est scindé : trigo-
nalisation

4.1 Deéfinition et caractérisations
[GRI] p.153 — 174

Définition 41 On dira que f € Endg(E) est tri-
gonalisable s’il existe une base (e;) telle que

a1 * *
M(f)eL = 0 ?22
. *
0 ... 0 apn

Théoréme 42 f € Endg(E) est trigonalisable si
et seulement si son polyndme caractéristique est
scindé (i.e.)

Xp(X) = (=1)"(X =A™ (X = Ap)*

avec A1, .., \p EK, et +...+ap=n

Corollaire 43 Tout matrice A € M,,(C) est sem-
blable & une matrice triangulaire de M., (C).

-4 0 -2
Exemple 44 A= 0 1 0 | est semblable a
5 1 3
11 0
A=(0 1 0
0 0 -2

Corollaire 45 Soit A € M,(K) et SpA =

{0, Ap}. On a alors
detA =X x ... x Ay
4.2 Trigonalisation simultanée

[GOUal] p.166 — 173

Proposition 46 Soient f,g € Endg(E) tels que
fog=go f. Alors

(i) Tout sous-espace propre de f est stable par g (en
particulier Ker f).

(i) Imf est stable par g.

Théoréme 47 Trigonalisation simultanée

Soient f,g € Endk(E) trigonalisables et tels que
fog=go f. Alors il existe une base commune de
trigonalisation de f et g.

On dit alors que f et g sont cotrigonalisables.

Corollaire 48 Soit (f;)ic; une famille d’endomor-
phismes de FE trigonalisables et commutant deux a
deux. Alors il existe une base commune de trigona-
lisation a tous les f;.

5 Application aux équations
différentielles

Théoréme 49 Soit

y P fayP V4 tay=0 (E)

une €équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre p sur R. FEn considérant le polynéme
P(X) = XP + a1()XP7! + ... + a, X (appelé
polynéme caractéristique) que l'on factorise sous

la forme P(X) = Hle(X —r;)™i. Les solutions de
(E) sont les applications

k
t Y et Pi(t)
=1

avec degP; < m;.



Théoréme 50 Soit L € C". Soient A1,..., \x les Pour tout s.ev. N de C", pour tout « € N et
valeurs propres distinctes de f. Pour tout i € pour tout A € C on note Sy o, le.v. des fonctions
{1,...,k}, on note N; le sous-espace caractéristigue R — C, t > e P(t); o P est un polynéme a coef-

de f associé a la valeur propre \; et on note a; :== ficients dans N de degré strictement inférieur o .
dimN;. Ainsi, on a St on note S l’e.v. des solutions de l’équation diffé-
X rentielle X' = f(X). Alors
Xf(X) = (=D)" ] (X =)™
i1 ’ SCSNI’O‘M)\1 EB...@BgS']\fkyoé,w)\)c



Questions

Exercice : Soit £ un K-e.v. et f € L(F) admettant un polynéme minimal. Si f est inversible, montrer
que f~! est un polynéme en f.

Solution : On va utiliser 1’égalité de Bézout en montrant que X { my. Montrons donc que X { 7.

En effet, s’il existe P € K[X] tel que 7y = X P, alors 0 = 7¢(f) = f o P(f), et comme f est inversible,
on en déduit donc que P(f) = 0. Ce qui contredit le fait que 7 est le polynéme minimal de f puisque
degP < degmy.

Donc X { my. Comme X est irréductible, X et 7y sont premiers entre eux et donc d’aprés le théoréme de
Bézout, il existe U,V € K[X] tels que

UX+Vrp=1 = U(f)of+V(f)om(f)=1Ide
Dot U(f) o f = Idg, et donc f~! = U(f). D’out le résultat.

Exercice : Soit K un corps commutatif fini & ¢ éléments, E un K-e.v. de dimension finie et f € L(E).
Montrer que f est diagonalisable dans E si et seulement si f¢ = f.

Solution : Montrons le résultat intermédiaire suivant :
X -xX=][X-w
acekK

Muni de la loi produit, K* est un groupe multiplicatif 4 ¢ — 1 éléments, donc pour tout = € K*, 2971 =1,
d’ou pour tout x € K, ¢ = x. On a ainsi déterminé ¢ racines distinctes du polynéme X? — X qui est de
degré ¢, d’ou le résultat.

On sait que f est diagonalisable si et seulement s’il existe P € K[X], scindé sur K, a racines toutes
simples, tel que P(f) = 0, autrement dit si et seulement s’il existe P € K[X] tel que

P|J[(X—a)=X7-X avec P(f) =0
aceK

Donc, f est diagonalisable si et seulement si f¢ — f = 0.

Exercice : Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € M, (K) pour que la matrice par

blocs B = (61 j;l) € Mg, (K) soit diagonalisable.

Solution : Soit F le s.e.v. de K2" engendré par les n premiers vecteurs de la base canonique de K?*. F
est stable par B.

Remarquons que si B est diagonalisable, alors sa restriction a F', qui est A, est diagonalisable.

Puis, si B est diagonalisable, alors il existe un polynome P € K[X], scindé sur K, dont toutes les racines
sont simples tel que P(B) = 0.

Or, par récurrence sur k € N, on montre facilement que

k k
BF = (“(1) k%) Vk eN

Par suite, on en déduit que



Donc, on a P(A) = AP'(A) = 0. Comme P(A) = 0, on retrouve le fait que A est diagonalisable.

Soit A une valeur propre de A. Comme AP’'(A) = 0, on a donc AP’(A) = 0. Mais A étant une racine
simple de P, on a P’(\) # 0, donc A = 0.

Par conséquent, A est diagonalisable et A = 0 est la seule valeur propre de A (i.e.) A =0.

Réciproquement, si A = 0, B est (trivialement) diagonalisable. Donc B est diagonalisable si et seule-
ment si A = 0.



