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Résumé :

Prérequis :

Déterminant - Applications différentiables

Théorème : L’application déterminant est de classe C1 sur Mn(R) et ∀X,M ∈ Mn(R), on a :

Ddet(X)(H) = tr( tcom(X)H)

Démonstration.
• On munit Mn(R) d’une norme quelconque. Le déterminant est une fonction polynomiale en les coefficients
de la matrice, donc de classe C1 (et même C∞). Pour obtenir Ddet(I), il suffit donc de calculer la dérivée
de det en I dans une directon quelconque H ∈ Mn(R).
Or si {λ1, ..., λn} = sp(H), on a {tλ1 + 1, ..., tλn + 1} = sp(I + tH), d’où

det(I + tH) =

n∏
i=1

(1 + tλi) = 1 + t

n∑
i=1

λi +O(t2) = 1︸︷︷︸
det(I)

+tr(H) +O(t2) pour t → 0

d’où Ddet(I)(H) = tr(H).

• Soit X ∈ GLn(R), on a

det(X +H) = det(X).det(I +X−1H)

= det(X).(1 + tr(X−1H) + o(||H||))
= det(X) + tr(tcom(X)H) + o(||H||)

Par suite, Ddet(X)(H) = tr(tcom(X)H) pour tout X ∈ GLn(R).
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• On vient de démontrer le résultat pour les matrices inversibles. Pour passer à Mn(R), on va utiliser
la densité de GLn(R) dans Mn(R). En effet, les matrices inversibles forment un ouvert dense de Mn(R).
Elles sont caractérisées par det(X) ̸= 0, donc forment un ouvert.
Pour Y ∈ Mn(R) donnée, de valeurs propres (réelles ou complexes) λ1, ..., λn, on peut choisir une suite
(ϵk)k∈N convergeant vers 0 dans R (par exemple la suite (1/k)k∈N), telle que :

det(Y − ϵkI) =

n∏
i=1

(λi − ϵk) ̸= 0

Les matrices Xk = Y − ϵkI sont alors inversibles et convergent vers Y dans Mn(R).

Remarques :

• A

• Mises en garde sur le développement :
Attention à ...
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