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Résumé :

En considérant un anneau factoriel A, le critere d’Eisenstein est un critére trés simple et tres pratique pour
montrer Uirréductibilité dans K[X]| = FracA[X] (méme dans A[X] en fonction du contenu) d’un polynéme
a coefficient dans A.

Prérequis :

Anneau factoriel - Anneau quotient - Eléments irréductibles et premiers - Artihmétique et irréductibilité des
polynoémes

Théoréme : Soient A un anneau factoriel, K = FracA son corps des fractions et
P=a, X"+ .. +a1X +ag € A[X]

(1) P est irréductible dans A[X] si et seulement si P irréductible dans K[X] et ¢(P) = 1.
(#i) Soit p un élément irréductible de A tel que

(7’) pjfa'n ) (“) p | G0y -y Gn—1 €t (Z“) p2 Jf ag
Alors P est irréductible dans K[X]

Démonstration.

(1)

Rappel : Soit A un anneau factoriel. Pour tout polynéme non nul P € A[X], on appelle contenu de
P et on note ¢(P), le pged des coefficients de P.

P est dit primitif si et seulement si ¢(P) = 1.

= : Supposons P est irréductible dans A[X].

Comme ¢(P) divise P dans A[X], alors ¢(P) € A*, et donc ¢(P) =1 (le pged est défini & un inversible pres).
Supposons P = QR avec Q, R € K[X] de degré supérieur ou égal & 1. Soit @ un multiple commun & tous les
dénominateurs des coefficients non nuls de @ et R. Alors, on a

@®P = (aQ)@R) =UV (1)



ouU =a@ € A[X] et V =aR € A[X]. Avec (}), on obtient, d’une part
a’c(P) = c(a*P) = c(UV) = c(U)e(V) (%)
En notant U = ¢(U)U; et V = ¢(V)V; avec Uy, V1 € A[X] et ¢(Ur) = ¢(V1) = 1, avec (1), on obtient, d’autre

part
a’P = c(U)e(V)U1 VL (8)

Les relations () et (#f) nous donnent

a’P = a*c(P)U, 3 s, P= c(P)U Vi

Cette derniere égalité est absurde puisque ¢(P)U; et V; sont des éléments de A[X] de degré supérieur ou
égal & 1. Ainsi, P est irréductible dans K[X].

< : Supposons P irréductible dans K[X] et primitif.

Si P = QR avec Q,R € A[X], donc en particulier dans K[X], alors Q € K* ou R € K*. Sans perte de
généralités, supposons @ € K*. Donc @ € A*, et ainsi @ | ¢(P). Or comme P est primitif, on a Q € A*, et
ainsi P est irréductible dans A[X].

(7) Soit 'anneau-quotient B = A/pA.
Raisonnons par 'absurde, et supposons que P = UV avec U,V € K[X] de degré supérieur ou égal a 1. Par
ce qui précede ((i) =), ona P = RS R,S € A[X] de degré supérieur ou égal & 1, ou on peut écrire

R(X) = ZbiXi, S(X) = chXj, avec b.c, =a, #0, r>1, et s > 1
i=0 3=0

et puisque r+s=n,r <n—1et s <n— 1. Soit ¢ la surjection canonique de A sur B que 'on prolonge de
fagon naturelle de la fagon suivante :

v:A— B ¥ A[X] = B[X]
a v P(a) S ONXF =Y () Xk
12 est manifestement un morphisme d’anneaux. On a

~

D(P(X)) = (RX)P(S(X)) = D (bi) X'y~ ble;) X7
§=0

=0

Comme ¢(ar) =0pour 0 < k<n-—1,o0na

Y(P(X)) = ¢(an) X"
En considérant le terme de degré 0, on montre que

Y (bo)p(co) =0

Comme p est irréductible, et A est factoriel, 'anneau-quotient B = A/pA est intégre, donc B[X] est intégre.
Donc 9(by) = 0 ou t(cp) = 0, mais on n’a pas ¥ (bg) = ¥(co) = 0, sinon by et ¢y seraient divisibles par p et
donc ag = bgcg serait divisible par p. Ce qui est exclu.

Sans perte de généralités, supposons ¥(by) = 0 ou ¥(cg) # 0. Si tous les ¥(b;) étaient nuls, on aurait en
particulier ¢(b,) = 0, et donc ¥ (ay) = ¥(by)1(cs) = 0. Ce qui est exclu.

D’ou l'existence d’un unique entier ¢ € [0, — 1] tel que ¢(bg) = ... = ¥(b;) =0 et ¥ (bi+1) # 0. On a donc
Plaipa) =Y () (citar) = P(bit1) ¥(co)
——— ——
#0  #0
On a donc ¥(a;+1) # 0, ce qui est absurde puisque ¢¥(a;41) =0pour i+ 1<r<n-1 O




Remarques :
¢ Eléments irréductibles et premiers

¢ Lemme de Gauss

Lemme de Gauss : Soit A un anneau factoriel.
(i) Le produit de deux polyndmes primitifs est primitif.

(i) V(P Q) € (AIX]\{0})?, c(PQ) = ¢(P)c(Q).

Démonstration :

() Soit P, @ non nuls dans A[X] avec ¢(P) = ¢(Q) = 1. Supposons que ¢(PQ) # 1. Alors il existe un
élément irréductible p € A tel que p divise tous les coefficients de PQ. Comme p et irréductible et A
est factoriel, alors 'anneau B = A/pA est intébre, et donc Panneau B[X] est intégre.

Soit 1 la surjection canonique de A sur B que 'on prolonge de fagon naturelle de la fagon suivante :

v:A— B ¥ A[X] = B[X]
a— ¥(a) > OXF =) w(a)XE
J est manifestement un morphisme d’anneaux. On a
0=9(PQ)=d(P)Y(Q) = $(P)=00n4(Q) =0
Mais ceci contredit le fait que ¢(P) = ¢(Q) = 1.

(i) On peut écrire P = ¢(P)R et @ = ¢(Q)S ou R,S € A[X] avec ¢(R) = ¢(S) = 1. Par suite,
PQ = ¢(P)c(Q)RS avec, par ce qui précede, c¢(RS) = 1. Donc, on obtient ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

o Irréductibilité de ¢, :
Gréce au critére d’Eisenstein, on peut montrer que, pour tout p premier, le polynéme ®,q(X) =
S™P70 X? est irréductible dans Z[X]. En effet, posons le polynome

P(X)=®,0(X +1) = pi:(X + 1)
i=0
On a donc
P(X) = 1—(X+1)P B (X+1)P-1

I—(X+1) X

= xrl 4 (pf 1>XP—2 TR @)X + (ﬁ’) € Z[X]

= a,po71 + ap_lXIFQ + + alX + ap

Pour montrer que P est irréductible, on va utiliser le critére d’Eisenstein avec le nombre premier p. On
a bien pta, =1 et que p*{ag = (f) = p. Il reste donc a vérifier que p | ao, ..., ap—1 (i.€.) p | (i) pour
tout 1 <k <p-—1.

Or, pour tout 1 < k<p—1,ona




Donc p | k!(2), mais comme k < p, p est premier avec k! et donc p | (7).
Ainsi par le critére d’Eisenstein, P est irréductible dans Q[X], et dans Z[X] car il est unitaire.

Revenons & ®, ¢ ! Supposons, par 'absurde, que ®, g soit composé. Il existe donc deux polynémes
U,V € Q[X] tels que
®p0(X) =UX)V(X)

vérifiant degU < @, ¢ et degV’ < ®, ¢. Mais alors,
PX)=%,0X+1)=UX+1)V(X+1)

Comme degU (X + 1) = degU < @, ¢ et degV' (X +1) = degV < &, ¢. On en déduit donc que P n’est
pas irréductible. Contradiction !

Par conséquent, ®, ¢ est irréductible dans Q[X], et dans Z[X] car il est unitaire.

Critére d’irréductibilité modulo un idéal premier :

Théoréme : Soient A un anneau factoriel, K = Frac(A) son corps des fractions et P = ja; X" €
A[X] de degré n > 1.

Soient I un idéal premier de A, B = A/I lanneau quotient (qui est donc intégre) et L = Frac(B) le
corps des fractions de B. On suppose que a,, ¢ I.

Si le réduit P de P modulo I est irréductible dans L[X], alors P est irréductible dans K[X].

Démonstration :

O

Application : Avec A =7, I = (p) ol p est un nombre premier, alors K =Q et B=F, = L, on a,
par exemple, que P(X) = X3 — 127X2 + 3608 X + 19 est irréductible dans Z[X] (p = 2).

Deux critéres d’irréductibilité avec les extensions de corps :

Théoréeme :

Critére 1 : Soit P € K[X] un polynéme de degré n > 1. P(X) est irréductible dans K[X] si et
seulement si P(X) n’a pas de racine dans les extensions L de K telles que [L : K] < n/2.

Critére 2 : Soient P € K[X] un polynéme irréductible de degré n > 1 et L une extension de degré m
de K avec pged(m,n) = 1. Alors P(X) est irréductible dans L[X].

Démonstration :

O

Application - Critére 1 : X*+ X +1 est irréductible sur Fy car il n’a pas de racines dans Fy, ni Fa.
Application - Critére 2 : X3 + X + 1 est irréductible sur Q(i) comme sur Q.

Une preuve dans 7Z :

Cette preuve dans Z adaptée de Algebre 1 Oraur X-ENS, Serge Francinou, Hervé Gianella et Serge
Nicolas (p.188 — 190) n’est 14 que pour avoir un feeling de ce que l'on fait dans le cas général car dans
Z, on manipule de "vrais nombres”.

Théoréme : Soit P = a, X" + ... + a1 X + ag € Z[X] et p un nombre premier. On suppose que :

(7’) p1'an ) (“’) p ‘ ag, ..., An—1 ,€t (le) p2 Jfao
Alors P est irréductible dans Q[X].




Démonstration :
Etape 1 - Montrons que le produit de deux polyndomes primitifs est primitif et c(AB) = ¢(A)c(B) :

- Soit A=Y _garXF, B=31 b XF et C =370 e, XP = AB

Supposons A et B primitif, et que C' ne le soit pas. Il existe donc un nombre premier p qui divise tous
les cp.

Ainsi C' = 0 dans Z/pZ[X] et donc AB = AB = C = 0. Mais Z/pZ[X] est intégre, donc A = 0 ou
B =0 (i.e) p qui divise tous les a; ou p qui divise tous les by. Ce qui est absurde car A et B sont
primitifs ...

-AB = c(A)c(B)ﬁ%. Or C&) et % sont primitifs, donc leur produit aussi d’apres ce qui précede.
En passant au contenu dans la premiére égalité, on a ¢(AB) = ¢(A)c(B).

Etape 2 - Montrons que si A n’est pas irréductible dans Q[X] alors A = BC, B, C € Z[X] avec
degB,degC' < degA :

Soit o = ¢(A), A’ = LA € Z[X] et est primitif. A est composé donc A’ aussi. On a donc A’ = B'C’
avec B’ et C" € Q[X] vérifiant degB’,degC’ < degA’=degA.

Soit 3 et v le produit des dénominateurs des coefficients de B’ et C’. Alors B = B’ et C = (' € Z[X]
et on a fyA" = BC.

En passant au contenu, on a 8y = ¢(B)c(C). Par conséquent :

a=at=anc = (31 (30) = (57) (56°) = () (7r©)

EZ[X] €EZ[X]
Etape 3 - Montrons le critére d’Eisenstein a proprement parler :

Supposons par l'absurde que A soit non irréductible. Par ce qui précede, il existe B,C € Z[X], de
degré inférieur strictement & n, tels que A = BC.

Ecrivons B=b, X + ...+ 01 X +bpet C =X '+ ...+ 1 X + co.

On a donc @, X" = BC et a, = byc; n’étant pas divisible par p, on a by # 0 et ¢ # 0.

Par unicité de la décomposition en irréductible dans Z/pZ[X], on a B = b, X* et C = g X".

On a alors by = = 0 (i.e.) p | by et p | co donc p? | ag = bycy. Absurde.







