Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires.

Mohamed NASSIRI

Apreés avoir introduit la définition des EDP et des conditions au bord (’équivalent des conditions
initiales pour les EDO), on va s’intéresser a quelques EDP particuliéres. L’équation de transport et

I’équation de Burgers,

Equation de transport Equation de Burgers
v(x 2
Dz, t) + 2w, to(z, 1) =0 xR, teR %v(az,tH%(%):O zeR, teR
u(z,0) = uo(x) reR u(z,0) = up(x) reR

ainsi que les trois grandes classes d’EDP linéaires d’ordre 2 & coefficients constants :

Equation de Laplace Equation des ondes Equation de la chaleur
(elliptique) (hyperbolique) (parabolique)
0? 0? 0? 0? 0? 0
LN e P TR
Ox{ 0z} Oz  0zj Ox{ Oz

Pour I’équation de transport (& vitesse constante dans un premier temps), on va introduire la méthode
des caractéristiques et la notion de courbe caratéristique. L’idée est un peu étrange mais efficace comme
on va le voir : on cherche les domaines ol v est constante en considérant la courbe paramétrique pour

£ € R donné :
Ce ={(2(t),t), te R | 2'(t) = ¢, 2(0) =&}

En illustrant ces fameuses courbes caractéristiques et les solutions, on obtient

t

: T

xz(0) =¢ uo(x) u(z,t) = ug(x — ct)

Graphiquement, on voit donc bien que, & vitesse constante, le flux se déplace de facon uniforme en se
translatant & vitesse ¢ sans modifier ’allure de la condition initiale.

Une des applications (historiquement) importantes est que la transformation de Fourier transforme
des problémes différentiels en problémes algébriques ou différentiels, beaucoup plus simples a résoudre.
Par exemple, ’équation de transport linéaire, ’équation de la chaleur, etc.

Un méthode de résolution méritait d’avoir une partie : la méthode de tir. Elle consiste a remplacer un
probléme elliptique par un probléme de Cauchy. Plus précisement, avec f € C(]0,1[) et ¢ € C(]0,1]) une
fonction & valeurs positives. On considére le probléme

—’U,/I(ZL') + q(x)u(x) _ f(SC), = [0, 1] éthode de tir (lé/)/(f)0+ Q(ZL')U(SU) = f(fC)v T e [0, 1]
u(O) = u(l) =0 Z/(O)_: k



est de montrer qu'il existe une valeur de u/(0) = k tel que u(1) = 0. Cette méthode est spécifique a la
dimension 1.

Pour finir, les espaces de Sobolev offre une trés belle application aux EDP. Notre point de départ est le
suivant : Soient f € L?(]0,1]) et ¢ € L>°(]0, 1[) des fonctions & valeurs positives. On considére le probléme

o —u"(x) + q(z)u(z) = f(x), xe€[0,1]
u(0) =u(1) =0

Trouver une solution dans I’espace H des fonctions de classe C%(]0, 1]) qui s’annule en 0 et 1 est équivalent
A trouver une solution au probléme

a(u,v) = L(v), Yv e H
avec

a(u,v):/0 u’(x)v’(x)dx—i—/o q(z)u(z)v(z)de et L(v):/o f(x)v(x)dz

Le théoréme de Riesz permet de résoudre de tels problémes lorsque 'espace H est un espace de Hilbert. Le
génie de cette méthode n’est pas de chercher des fonctions de "fagon locale" mais un espace de fonctions,
donc de "fagon globale". Les espaces de Sobolev H!([0,1]) et H}([0, 1]) seront solutions :

Espace de Sobolev H!([0, 1]) Espace de Sobolev H} ([0, 1])

#H([0,1]) = {u e C([0,1]) | 3¢ € L*(]0,1]), Hp([0,1]) = {u € H'([0,1]) | w(0) = u(1) = 0}

u(z) = u(0) + /09” g(t)dt}

Seul petit hic, on va devoir définir une nouvelle notion de "dérivée" : dérivée faible. Les fonctions
solutions ne seront pas forcément de classe C2(]0,1]). Cependant, si f et g sont des fonctions continues,
alors u est une fonction de classe C?([0, 1]). Ouf!

Pour finir, on donne un aspect numérique de ré- z
solution : les schémas aux différences finies. Dans Tit1
un premier temps, on va discrétiser en espace et en
temps. On se donne donc un pas d’espace Az et n
X i u? = u(zj,tn)
pas de temps At. On pose z; = jAx pour j € Z et T
t, = nAt pour n € N.
Le but de la méthode sera de trouver une approxi-
mation de u(z;,t,). Dans un second temps, on rem-
place les dérivées partielles par des taux d’accrois-
sement. Par exemple :
( ) u;H_I — u;L 4 tn+1
—u(xi. t ~ s J n n
ot At
Par la suite, on va devoir s’assurer du bien-fondé
- — de ces schémas et donc assurer la convergence des
Solution numerlque‘ . . .
solutions numeériques (i.e.)
convergence stabilité
- convergence - - - ;l ) — u(x,t)
’ Solution exacte ‘ <—>’ Solution discréte ‘ (Gh;nk) = (@) =0
(h,k)—(0,0)
] 1 Les notions de consistance et de stabilité, ainsi que
EDP ’Equatlon dlscretlsee‘ le théoréeme de Lax—Richtmyer nous assurerons la

convergence de certains schémas.
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1 Définitions et exemples

1.1 Définitions [NIC| p.9-10

Définition 1 Une équation aux dérivées partielles
(noté EDP) est une relation entre une fonction de
plusieurs variables (réelles) u et ses dérivées et une
fonction donnée f :

ou ou 0%u o"Mu
F —_——  —— ., —— | = Q
¢ (u, Ox1’ 7 Oxy  Oxy 8x:{’) J dans

ot ) est un ouvert de R™ et F' une fonction de plu-
sieurs variables réelles.

L’ordre de dérivation le plus élevé (noté ici m) est
appelé l'ordre de I’EDP.

Si la fonction f est nulle, on dit que ’équation est
homogéne.

On dit que ’EDP est linéaire si F' est linéaire par
rapport a tous ses arguments.

Exemple 2 Les équations suivantes sur R? sont
des EDP d’ordre 1, 2 et 3 respectivement :

ou 2, Ou
u + e +e e 0
ou ou \*® o 0%u
67351 + ((%2> + e7'sinxy 92105 =2
ou ou\? u
871‘1 + <61‘2> + 1.278331821‘2 =0

La premiére est une EDP linéaire et homogéne, les
deux autres sont non linéaires.

Définition 3 L’équivalent des conditions initiales
pour les EDO est ici la notion de conditions au bord
(ou conditions auz limites) qui signifient qu’on im-
pose que la solution u de ¢ doit satisfaire a certaines
identités sur des parties du bord de §2.

Exemple 4 Soit f € C(]0,1[). Les conditions
au  bord du probléme suivant sont dites de
type Dirichlet.

{—u”(x) +u(z) = f(z), x€)0,1]
u(0) =u(l)=0

Les conditions au bord du probleme suivant sont
dites de type Neumann.

{—u”(x) +u(z) = flz), z€]0,1]
W (0) = /(1) = 0

1.2 Equation de transport
p-19 — 29

[DIM]

Motivation 5 On considére un fluide en mouve-
ment le long de l'axe des réels. On note u(z,t) son
"orofil densité" et v(xz,t) son "profil vitesse". On
travaille dans un domaine |a(t);b(t)[, d’extrémités
réguliéres, dans son mouvement.

Proposition 6 L’équation de transport est donnée
par :

reR, teR

rzeR

{gt“(xat) + 2 (u(z, t)v(z, 1) =0
U((I}, O) = Uo(CL‘)

Proposition 7 L’équation de Burgers est donnée
par :

S+ L (*%) =0 weR teR
u(z,0) = up(x) reR

1.3 Equations aux dérivées partielles
linéaires d’ordre 2 a coefficients
constants

Définition 8 L’équation suivante dite de Laplace
est une équation elliptique :
0%u

— =
0x3

0%u
— +
0xr? /

Définition 9 L’équation suivante dite des ondes
(ou  des cordes vibrantes) est une  équation

hyperbolique :

0%u

0%u

gu_du_ |
or?  Ox3 /



Définition 10 L’équation suivante dite
de la chaleur est une équation parabolique :
0%u  Ou
Z o
dx?  Oxg f
2 Meéthode des caractéris-
tiques : résolution de 1’équa-

tion de transport [DIM] p.33
— 37

Définition 11 Considérons la
triqgue pour € € R donné :

courbe parameé-

Ce ={(x(t),1), teR | 2'(t) = ¢, 2(0) =&}

C¢ est dite courbe caratéristique de pied &.

Théoréme 12 L’équation de transport (& vitesse
constante c) :

reR, teR

%u(m,t) + c%u(x,t) =0
zeR

u(z,0) = up(x)

a pour solution u(xz,t) = ug(x — ct) pour (x,t) €
R x R.

Théoréme 13 L’équation de transport :

%u(m,t)—kﬁ%u(m,t)zo x>0,t>0
u(z,0) = up(x) x>0
a pour solution u(w,t) = wug(ze YY) poyr

(z,t) € R% x R%.

3 Résolution par transformée
de Fourier
3.1 Transformation de Fourier dans
L'(R) [ELAM2] p.109 — 122

Proposition-Définition 14 Pour tout [ €

LY(R), la fonction
F(f)y=f:R=C
—irgd
£ /Rf(x)e x

est continue et bornée par ||f|l1. On appelle la
transformée de Fourier de f dans L*(R).
L’application

F:LY(R) = Co(R)
fef

est linéaire et continue. On
transformation de Fourier dans L'(R)

Uappelle la

Proposition 15 Soient f,g € L'(R). Alors
Frg=F3

Théoréme 16 Formule d’échange
Soient f,g € L*(R). Alors

| switwan = [ Fugta
Théoréme 17 La transformation de Fourier
F: LYR) — Co(R)
fef
est une application injective

Remarque 18 La transformation de Fourier

conjuguée est donnée par

ﬂﬁwzéﬂmMm

Théoréme 19 Formule d’inversion
Si f € LY(R) et f € LY(R), alors, pour presque tout
rz €R,

f@) = 5= [ Fopei=ag

Théoréme 20 Si f,f,g sont dans L*(R), alors
fg € LY(R) et de plus, on a

—_ 1~
fg=7f*g
vis

Théoréme 21 (i) Transformation de Fourier

d’une_dérivée

Soit f € LY(R)NCY(R) telle que f' € L*(R). Alors

VEER, fI(€)=itf(€)

(i) Dérivée d’une transformation de Fourier

Soit f € LY(R) telle que x — zf(x) € LY(R). Alors
f admet une dérivée (]?)/ continue et bornée sur R
donnée par

-~

VEeR, (f) (&) =—iF(zf)()

3.2 Equation de transport [DIM]
p-35-36
Méthode 22 En appliquant la transformation

de Fourier o l’équation de transport (a wvitesse
constante c) :

Zu(x,t) + cZu(z,t) =0 z€eER, teR
u(z,0) = ug(w) reR

on obtient
L, t) +icku(6,t) =0  E€R, teR
u(§,0) =uo(§) £eR



On trouve donc

u€,t) =e

—icét

ug ()

et ainsi on retrouve, par la formule d’inversion, la
solution u(x,t) = ug(x — ct) pour (z,t) € R x R.

3.3 Equation de la chaleur [ELHAJ]
p.264 — 266

Théoréme 23 Le probléme

ou =0
c ot 2
”{(om uol)

a pour solution

(t,z) R xR
r €R, ug € L'(R)

u(t,x) =

VAt 4t

3.4 Equation des ondes [DIM] p.53
— 56

Théoréme 24 Le probléme

Pu _cPu—0 (t,o)eRxR
() u(0,7) =ug(r) 2z €R,uye LYR)
9u(0,2) = ui(z) z€R, u € LY(R)

a pour solution

uo(z + ct) +ug(x —ct) 1 [oF
u(t,z) = 5 +2c
r—

ct

4 Meéthode de tir [HUB2]| p.108
— 111

Méthode 25 Soient f € C(]0,1]) et ¢ € C(]0,1])
une fonction & wvaleurs positives. On considére le
probléme

—u"(z) + q(x)u(z) = f(x),
M) {u(O) =u(l)=0

€ [0,1]

La méthode de tir consiste a remplacer le probléme
(1) par le probleme de Cauchy suivant

—u"(z) + q(z)u(z) = f(z), = €][0,1]
w(0)=0
u'(0) =k

est de montrer qu’il existe une valeur de u'(0) =
tel que u(1) = 0.
Cette méthode est spécifique a la dimension 1.

Remarque 26 On va supposer que la fonction q
est constante.

Théoréme 27 Soient f € C(]0,1]) et ¢ > 0. Le
probléeme (1) admet une et une seule solution don-

née par
_/:/Otf(y)dydtﬂ:/ol/Otf(y)dydt

st1q=20

u(x) = jq / "sinh((y — 2)v/@) f(y)dy

sinh(z,/q) 11.
T / sinh((y — 1)/@)f(y)dy

st qg>0

5 Espaces de Sobolev H!([0,1])
et H}([0,1]) [HUB2] p.111 —
122

Motivation 28 Soient f € L*(]0,1]) et q €
L>(]0,1]) des fonctions & wvaleurs positives. On
consideére le probléme

—u"(x) + q(x)u(z) = f(x),
(1) {u(O) =u(l) =0

Trouver une solution dans l’espace H des fonctions
de classe C?([0,1]) qui s’annule en O et 1 est équi-
valent & trouver une solution au probléme

€1[0,1]

a(u,v) = L(v), YweH

up (7)dT 0t

a est une forme bilinéaire symétrique définie par
1 1
a(u,v) = / o (x)v' (x)dx +/ q(x)u(z)v(z)dz
0 0
et L est une forme linéaire définie par

_ /0 @)l

Le théoréme de Riesz permet de résoudre de tels pro-
blemes lorsque l’espace H est un espace de Hilbert.

Définition 29 On appelle espace de Sobolev H(]0,1]),

Uespace de fonctions défini, sur lintervalle [0, 1] par
101 = {u e o)) | 39 € 22(0.1),

u(z) = u(0) +/0 g(t)dt}
On appelle espace de Sobolev H}([0,1]),
1]) défini par
1)) [ u(0)

Remarque 30 Cette définition est propre a la di-
mension 1.

le sous-

espace de H([0,

H,([0,1]) = {u € H'([0, = u(l) = 0}



Proposition 31 Soit u € H([0,1]), il existe une
unique fonction g € L*([0,1]) telle que

u(z) = u(0) + /03? g(t)dt

Définition 32 La fonction g est alors notée Du et
est appelée dérivée faible de u.

Remarque 33 Si v € C([0,1]), alors u €
H1([0,1]), et Du=u'.

Remarque 34 Soit u € H([0,1)),
toute fonction ¢ € C1([0,1]),

alors pour

1 1
/ u(z)¢' (z)dx :/ Du(z)p(x)dz
0 0
Et réciproquement, si u € H([0,1]) et qu’il existe

g € L2([0,1]) telle que pour toute fonction ® €
c:([0,1]),

1 1
| uté @iz = [ go)owds
0 0
alors g = Du.
Proposition 35 (i) L’application ¢ définie par
1 1
¢@%m::/ Mﬂwﬂdﬁ+/ Du(t) Do(t)dt
0 0
pour tout u,v € L*([0,1]), est un produit scalaire

sur H1([0,1]). On le notera {.,.).
(i1) Muni de la norme (associé au produit scalaire) :

(/01 lu(t)|dt + /01 |Du(t)|2dt>%

H1([0,1]) est un espace de Hilbert.

[lull20 =

Proposition 36 Les  fonctions de [’espace
H1([0,1]) sont héldériennes de rapport % : pour
tout (z,y) € [0,1]2

lu(z) — u(y)| < ||Dul|p2]x — y|?

ot ||.||r2 désigne la norme dans l’espace L?([0,1]).
De plus, lespace H'([0,1]) s’injecte de fagon conti-
nue dans lespace C([0,1]) /

llulloo < V2] full32

Proposition 37 L’espace de Sobolev H!([0,1])
s’injecte de fagon compacte dans les espaces
C([0,1]) et L*([0,1)).

Remarque 38 L’espace H'([0,1]) coincide avec
l’espace

{u € L?*([0,1]) | Du € L*([0,1])}

ot Du est la dérivée faible de u.

Proposition 39 Lespace H}([0,1]) muni de la
norme ||.||x1 est un sous-espace fermé de H'([0,1]),
c’est donc un espace de Hilbert réel.

Lemme 40 Inégalité de Poincaré
Soit u € H{([0,1]), on a

1 1 1
/th&gﬁ/\mem
0 0

Corollaire 41 L’application u — ||Dul||r2 définit
sur H3([0,1]) une norme. Cette norme est équiva-
lente a la norme ||.||31 : pour tout u € HE([0,1]),

on a
2
gllulla < 1Dullz2 < lullsn

Définition 42 Lorsque u € H}([0,1]) est solution
du probleme a(u,v) = L(v) issu de (1), u est
dite solution faible ou une solution variationnelle

de (11).

Théoréme 43 On se donne f € L*([0,1]) et q €
L>([0,1]) avec q(x) > 0 pour presque tout x €
[0,1]. Alors le probleme variationnel

a(u,v) = L(v), Yv e H([0,1])

admet une unique solution u € H([0,1]).
Si, de plus, f et q sont des fonctions continues, alors
u est une fonction de classe C%([0,1]) qui vérifie

—u"(2) + q(z)u(z) = f(x), = €][0,1]
w(0) =u(1) =0

Remarque 44 Si la forme bilinéaire a n’est plus
symétrique, on utilisera le théoréme de Lax-
Milgram.

Théoréme 45 Théoréme de Lax-Milgram

Soit 'V un espace de Hilbert. On considére a une
forme bilinéaire continue coercive sur V. x V et L
une forme linéaire sur V.

Alors il existe un unique u € V tel que a(u,v) =
L(v) pour tout v € V.

6 Schémas aux différences fi-

nies

6.1 Principe [DIM] p.91 — 93

Méthode 46 Dans un premier temps, on va dis-
crétiser en espace et en temps. On se donne donc
un pas d’espace Ax et pas de temps At.

On pose x; = jAx pour j € Z et t, = nAt pour
n € N.



Le but de la méthode sera de trouver une approxi-
mation de u(xj,ty).

X

Tj+1

(xja tn)

Zj

tn tn—i—l

Dans un second temps, on remplace les dérivées par-

Exemple 50 On considére le schéma explicite dé-
centré a droite en espace :

(Pi,pv)j = E(Uj - vy') + E(Uj+1 — )
ou ou
P = — —_— =
b ot c@x 0
alors, on a
" .k (9%0\"  ch (9%0\"
(Pe,ng); = (P3)] + 3 (atQ>J t5 (W>3

+ O(k?) + O(h?)

Ainsi, le schéma est consistant avec le probléme
t Pu =0 et précis a l’ordre 1 en temps et 1 en espace.

Exemple 51 On considére le schéma de Laz-
Wendroff :

tielles par des tauzr d’accroissement. Par exemple : (Pk,hv)? = %(U?H _ v;z) + %(U;;H _ vﬁl)
n+1 ) 2
Yy Y5 c’k n n n
&u(mj,tn) ~ JTtJ 272(@].“ —2v} +vi4)
0 Ui — Uj_q Uity — Uy Uy — Ui Pu=—+c—=0
il ) ~ Jt J J J J J () c
8aru(xj’ ) 2Ax T AL T AL ot Oz
Pour n = 0, on fait u? = wuo(z;). On rappelle que alors, on a
Uon connait ug(x) pour tout z € R. n . k(020" K2 9P\
(@) P (Prn®); = (Po)} + 5 (mg 5\ o5
Exemple 47 Le choiz d’un certain "type de tauz J J
d’accroissement” nous donnera plusieurs schémas : 3 h? (9%¢ 4
+O0k )+ — | 55 | +OR)
e N 6 \9z%/,
au(xj,tn) ~ % Euler explicite ok (P9 n + O
" el 2 \ 022 ;
ult —ul
= itn) ~ ———1—  Buler implicit 2 2\ "
8tu(x]’ ) AL uler implicite :(qu)?_’_ﬁ (8?_028(2)
u;z+1 _ u;’l . 2 ot Ox j
a—zu(xj,tn) N A décentré a droite " O(kz) " O(hg)
u’,l — un_ _ n 2 2
—u(x;,ty) ~ — =L décentré a gauche = (P9)j + O(k%) + O(r%)
Ox Az Ainsi . . .
S insi, le schéma est consistant avec le probléme
—u(mj,ty) ~ it~ U1 centré Pu =0 et précis a l'ordre 2 en temps et 2 en espace.
ox 7 2Ax . . _
Définition 52 Un schéma auz différences finies a
6.2 Consistance et stabilité [DIM] un pas Prpv = 0 utilisé pour la résolution numé-

p.95 — 97

Définition 48 Le schéma aux différences finies
Py v =0 est dit consistant avec le probléme Pu =
0 si pour toute fonction réquliere ¢ = ¢(z,t), on a

P¢— Pyno E) 0
h—0

La convergence étant au sens ponctuel en chacun
des points de discrétisation.

Définition 49 Le schéma auzx différences finies
Py nv 0 consistant avec le probleme Pu = 0
est dit précis a l’ordre p en temps et q en espace si
pour toute fonction réguliere ¢ = ¢(x,t) tel que
Pop=0,0na

P¢ — Peng = O(K?) + O(h?)

rique de Pu = 0 est dit convergent si pour toute
solution u de Pu =0, on a

n
; — u(x,t
I (Ghynk)—(z,t)—0 ( ’ )
(h.k)—(0,0)
des que
0
v:; — uglx
J jh—xz—0 0( )
h—0

Définition 53 On se donne un temps final T =
NE et on munit l’espace V' des suites () ez d’une
norme ||.||. Un schéma sera dit stable si l'on a

0" < Crl]o’]], 0<n<N

pour la suite v" = (v}')jez d’éléments de V calculée
par le schéma auz différences finis.

Théoréme 54 Théoréme de Lax—Richtmyer
Un schéma consistant a un pas est convergent si et
seulement s’il est stable en norme ||.||.




Questions

Exercice : Méthode de tir
Soient f € C(]0,1]) et ¢ € Ri. On consideére le probléme

" {—u”(w) +g(@)u(z) = f(z), z€[0,1]
w(0) =u(l) =0

En considérant le probléme de Cauchy suivant

—u"(z) +q(z)u(z) = f(z), =e€l0,1]
u(0) =0
u'(0) =k

mountrer, par la méthode de tir, le probléme () admet une et une seule solution donnée par

x t 1 t
uw) == [ [ toantva [ [ rway siq=0
R sinh(z,/q) [* . .
e) = = [ sinbiy — o)V ay - SR [ - vy s> 0

Solution : e Supposons ¢ = 0. On a donc

—u"(z) = f(z), =€]0,1]
u(0) =0
u'(0) =k

On obtient facilement que

u(zx) = kx — /OZ /Ot f(y)dydt

Par conséquent, il existe une et une seule valeur de k pour laquelle u(1) = 0 qui est donnée par

= /0 1 /0 ' fly)dydt

e Supposons ¢ > 0. Ramenons nous a un systéme d’équations différentielles d’ordre 1 :

el e () =) (0) ()
v(0) = k

On applique la méthode de la variation de la constante et on cherche des solutions sous la forme

(b)) = (o)

On obtient donc



Pour continuer, on a besoin de calculer e~4%. On diagonalise A pour que ce soit plus simple. On a donc

D = P~ 1AP avec
Ji 0 1 - 11
D= , P= Vi, P1< )
(5% (0 E) (e

7(1:\/6
e~ A — pt <€ 0 ) P

On a donc

0 TV

1 eVl 4 eV ﬁ(e“”\/a + e~ V1)
= 5 \/a(emﬁ 4 e—x\/q) ex\/q + 6*90\/6

Par conséquent, on a / o
(mi) = (1) = (oo
Comme u(0) = uo(0) = 0 et v(0) = v(0) = —k, on obtient donc

wo(x) = \}a / " sinh(yy/a) (v)dy
vo() = —k + / cosh(y/a) f(y)dy

et

u() = cosh(zy/q)uo(x) — \}(jsinh(x\/&)vo(x)

Par conséquent, on a

u(z) = = / "sinh((y — 2)v/@) f(y)dy + kjasmmm)

Va

De plus, 'application

kE—wu(l) = \}(j /0 sinh((y — 1)/q) f(y)dy + k’\;asinh(\/(})

est une bijection de R dans R. Par conséquent, il existe bien une valeur de &k pour laquelle «(1) = 0 et on
obtient bien

1 /z . sinh(z\/q) [* .
u(x) = — sinh((y — x qudyf_i/ sinh((y — 1 d
(@) = 7z || sy~ ava s way — s [ sl 1) v Wy
Exercice : Schéma de Lax-Wendroff
On considére le schéma de Lax-Wendroff :
(Pe,pv)f = %(%’H —v})+ %(UjJrl — i) — Thz(”g‘ﬂ = 2v +vj_y)
ou ou
P = — _— =
“=gr T 0

Montrer que le schéma est consistant avec le probléme Pu = 0 et précis & I'ordre 2 en temps et 2 en
espace.




Solution : Tout repose sur les développements de Taylor. En effet, on a

U;L—H = U(xjatn-&-l) = U(xjvtn + k)

=v(z;,t )Jrkgv(:c- t )Jrja—?v(x tn) + O(K?)
oo ot " 2 g2 "

ov\" k2 [0%0\" Kk [OPv\"
="+ k(= I - = k4
vt <6t)j Ty (at2>j % <8t3>j + O

’U?ﬁ-l = ’U(xj-‘rla tn) = U(xj + hatn)

0 h? 02 h? 92

n ow\" k% (0%\" AP [0%w\" 4
vj+h<8m),+2<(‘3x2>j+6(8m3>j+0(h)

J

(l‘j7 tn) + O(h4)

v = v(xj_1,tn) =v(z; — h,ty)

0 h? 82 h3 82 4
=v(zj,tn) — h%v(xj,tn) + ?@v(acj,tn) - F@v(mj,tn) + O(h%)

n ov\"  h? [9%\" K3 [dPv\" 4
= n(g) 5 (5m), % (5), +00
J J J
Par suite, on obtient, en remplagant dans le schéma :
c A2k

n 1 n n n n n n n
(Pr,pv)j = E(”j+1 —vj) + 7h(vj+1 —vj 1) — ?(%#1 — 20} + v} )

ov\" k (0*v\"  K? [(O%v\" 3
= (m) +3 (m) % <8t3) +O(F)

ov\" ch? [Pv\" 3
+C<8t)j 5 (M) +O)
Ak (0%v\" 9
—3 (m;) + O(kRY)
v ,0%

_ n E = i " 2 2
_(Pv)j+2(at2 cax2>j+(9(k)+0(h)

. . . . 2 2 ~ . P
A priori, il n’y a aucune raison pour que % — 02% = 0 et donc, a ce stade, on conclurait que le schéma
de Lax-Wendroff est consistant avec le probléme Pu = 0 et précis & I'ordre 1 en temps et 2 en espace.
v

Mais justement, si on a v réguliére avec Pv := % +cg.=0,0ona

Pv _ 9 (v _ 9 (ov\_ 0 (ov) _ ,0%
a2 ot \ot) Cot\or) T ‘oz \or) T 922

(Pr.nv)} = (Pv)j + O(k?) + O(h?)

Par suite, on a donc

Par conséquent, le schéma de Lax-Wendroff est consistant avec le probléme Pu = 0 et précis & 'ordre 2
en temps et 2 en espace.
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