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Résumé :

Prérequis :

Théoréme : On pose H, =1+ % + % pour n > 1.
Alors le développement asymptotique de H,, & quatre termes est :

| 1 1 1
H, = ; Z =lnn+~y+ 2 " Ton2 +o0 (712) ol 7y est la constante d’Euler

Démonstration.
e Soit u,, = H,, — Inn et v,, = u,, — % Montrons que (u,,) et (v,) sont adjacentes :
- La différence u,, — v, = % est positive et converge vers 0.

_m n+1 n+1
- (vp)n>1 est croissante car vy — v, = =~ —In(n+1)+In=21 —In(1+ 1) >0
Donc (un)n>1 €t (vn)n>1 sont donc adjacentes, et convergent vers un réel y. Comme v =1 —1n2 > 0, on a
v > 0.
On vient de montrer que H,, = lnn + v + o(1) pour n — +0o0

- (tn)n>1 est décroissante car uy, — Upq1 = L —Im+nn+1)=—-—-—In (1 — #) >0

e Posons t,, = u,, — . Alors, on a :

t t =1 1 ! 1 1
n o1 = n n ntoo  2n2

Donc la série > (¢t — trx—1) converge. Le théoréme de sommation des équivalents nous donne

> 1 << 1 1
2 et =t 5 D 3, e Ton
k=n+1 k=n+1



L1 Tci, @ = 2) Donc

400 1 o 1 +oo 1 ] 1
(en effet, fn te dt < Zk:nJrl = < n+1 1 dt donc Zk:nJrl ke n—;\-;-oo a—1n
1 1
H,=lnn+~v+ — +o(-)
2n

n

e Posons w,, = u, — vy — ﬁ, Vn > 1.
La somme Z,?;nﬂ(wk — wg—_1) vaut —w,, et son terme général s’écrit :
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w"‘ww:ln(l‘n)*n‘%‘m_g
B 1 1 11 1 1
_/:_2712_?)713’+%_211+27111/71+0(7ﬁ)
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Par conséquent,
(oo}
1 1 1 1
Hn = —_ = 1 _—— — _—
kz::lk Tt g, 12n2+0(n2)
Remarques :

e sommation equivalent et dessin intégrale

e Mises en garde sur le développement :
Attention a ...




