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Résumé :

Prérequis :

Théorème : On pose Hn = 1 + 1
2 + ... 1n pour n ≥ 1.

Alors le développement asymptotique de Hn à quatre termes est :

Hn =

n∑
k=1

1

k
= lnn+ γ +

1

2n
− 1

12n2
+ o

(
1

n2

)
où γ est la constante d′Euler

Démonstration.
• Soit un = Hn − lnn et vn = un − 1

n . Montrons que (un) et (vn) sont adjacentes :
- La différence un − vn = 1

n est positive et converge vers 0.
- (un)n≥1 est décroissante car un − un+1 = − 1

n+1 − lnn+ ln(n+ 1) = − 1
n+1 − ln

(
1− 1

n+1

)
≥ 0

- (vn)n≥1 est croissante car vn+1 − vn = 1
n − ln(n+ 1) + lnn = 1

n − ln
(
1 + 1

n

)
≥ 0.

Donc (un)n≥1 et (vn)n≥1 sont donc adjacentes, et convergent vers un réel γ. Comme v2 = 1− ln2 > 0, on a
γ > 0.
On vient de montrer que Hn = lnn+ γ + o(1) pour n → +∞

• Posons tn = un − γ. Alors, on a :

tn − tn−1 = ln
(
1− 1

n

)
+

1

n
∼

n→+∞
− 1

2n2

Donc la série
∑

(tk − tk−1) converge. Le théorème de sommation des équivalents nous donne
∞∑

k=n+1

tk − tk−1 = −tn ∼
n→+∞

−1

2

∞∑
k=n+1

1

k2
∼

n→+∞
− 1

2n

1



(en effet,
∫ +∞
n

1
tα dt ≤

∑∞
k=n+1

1
kα ≤

∫ +∞
n+1

1
tα dt donc

∑∞
k=n+1

1
kα ∼

n→+∞
1

α−1
1

nα−1 . Ici, α = 2) Donc

Hn = lnn+ γ +
1

2n
+ o(

1

n
)

• Posons wn = un − γ − 1
2n , ∀n ≥ 1.

La somme
∑∞

k=n+1(wk − wk−1) vaut −wn et son terme général s’écrit :

wn − wn+1 = ln
(
1− 1

n

)
+

1

n
− 1

2n
− 1

2n− 2

=
�
��− 1

n
− 1

2n2
− 1
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+

�
��1
n
− 1

2n
+

1

2n

1

1− 1/n
+ o

(
1

n3

)
= − 1

2n2
− 1

3n3
− 1

2n
+

1

2n

(
1 +

1

n
+

1
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)
+ o

(
1
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)
= − 1

3n3
+

1

2n3
+ o

(
1
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)
=

1

6n3
+ o

(
1

n3

)
∼

n→+∞

1

6n3

Le théorème de sommation des équivalents nous donne :

−wn ∼
n→+∞

∞∑
k=n+1

1

6k3
∼

n→+∞

1

12n2

Par conséquent,

Hn =

∞∑
k=1

1

k
= lnn+ γ +

1

2n
− 1

12n2
+ o

(
1

n2

)

Remarques :

• sommation equivalent et dessin intégrale

• Mises en garde sur le développement :
Attention à ...
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