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Résumé :

Le théorème de Fejér nous donne un critère de convergence générale des séries de Fourier via les moyennes
de Cesàro.

Prérequis :

Séries de Fourier - Convolution - Noyaux de Dirichlet et de Fejér

Théorème de Féjer :
En notant σN (f) = 1

N+1

∑N
k=0 Sk(f), on a

1) Si f ∈ C2π, alors
lim

N→+∞
||σN (f)− f ||∞ = 0

2) Si f ∈ Lp2π, p ∈ [0,+∞[, alors

lim
N→+∞

||σN (f)− f ||p = 0

Démonstration.
1) Soit δ ∈]0, π]. On considère

ω(δ) = sup{|f(u)− f(v)| ; |u− v| ≤ δ}
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Pour tout x ∈ R, on a

|f(x)− σN (f)(x)| =
∣∣∣∣f(x)− 1

2π

∫ π

−π
f(x− t)KN (t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣f(x)
1

2π

∫ π

−π
KN (t)dt︸ ︷︷ ︸

=1

− 1

2π

∫ π

−π
f(x− t)KN (t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π
(f(x)− f(x− t))KN (t)︸ ︷︷ ︸

≥0

dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(x)− f(x− t)|KN (t)dt

=
1

2π

∫
|t|≤δ

|f(x)− f(x− t)|KN (t)dt+
1

2π

∫
δ≤|t|≤π

|f(x)− f(x− t)|KN (t)dt (†)

Dans la première intégrale, on a |x− (x− t)| = |t| ≤ δ, ainsi |f(x)− f(x− t)| ≤ ω(δ).
Dans la seconde intégrale, on va majoré (grossièrement) |f(x) − f(x − t)| par 2||f ||∞. En revanche, pour
KN (t), il faudra ruser un peu en se rappelant que KN est un prologement par continuité à R de la fonction

R/2πZ→ R, x 7→ 1

N

(
sin(Nx2 )

sin(x/2)

)2

Ainsi, on aura

(δ ≤ |t| ≤ π) ⇒ (sin(t/2) ≥ sin(δ/2)) ⇒
(
KN (t) ≤ 1

Nsin2(δ/2)

)

⇒

 1

2π

∫
δ≤|t|≤π

KN (t)dt ≤ 1

2πNsin2(δ/2)

∫
δ≤|t|≤π

dt︸ ︷︷ ︸
≤
∫
0≤|t|≤π dt=2π


⇒

(
1

2π

∫
δ≤|t|≤π

KN (t)dt ≤ 1

Nsin2(δ/2)

)

Ainsi, en revenant à (†), on a

|f(x)− σN (f)(x)| = 1

2π

∫
|t|≤δ

|f(x)− f(x− t)|KN (t)dt+
1

2π

∫
δ≤|t|≤π

|f(x)− f(x− t)|KN (t)dt

≤ ω(δ) 1

2π

∫
|t|≤δ

KN (t)dt︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2π

∫
|t|≤π KN (t)dt=1

+2||f ||∞
1

2π

∫
δ≤|t|≤π

KN (t)dt

≤ ω(δ) + 2||f ||∞
Nsin2(δ/2)

En passant au supremum sur les x ∈ R, on a donc

||f − σN (f)||∞ ≤ ω(δ) +
2||f ||∞

Nsin2(δ/2)
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Puis en faisant N → +∞, on a donc

lim
N→+∞

||f − σN (f)||∞ ≤ ω(δ)

Par ailleurs, comme f est continue sur le compact [0, 2π], par le théorème de Heine, elle y est uniformément
continue, et ainsi, en faisant δ → 0, on a

lim
N→+∞

||f − σN (f)||∞ = 0

2) En raisonnant comme précédemment, on a

||f − σN (f)||pp =
1

2π

∫ π

−π
|f(x)− σN (f)(x)|pdx

=
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
(f(x)− f(x− t))KN (t)dt

∣∣∣∣p dx
En appliquant l’inégalité de Jensen à la fonction convexe u→ up et à la mesure µ(t) = KN (t)

2π dt (qui vérifie
donc bien que µ([−π, π]) =

∫
[−π,π] dµ(t) =

∫ π
−π

KN (t)
2π dt = 1), et ensuite le théorème de Fubini-Tonelli, on a

||f − σN (f)||pp =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
(f(x)− f(x− t))KN (t)dt

∣∣∣∣p dx
=

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣∫ π

−π
(f(x)− f(x− t))dµ(t)

∣∣∣∣p dx
≤ 1

2π

∫ π

−π

(∫ π

−π
|f(x)− f(x− t)|pdµ(t)

)
dx

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
|f(x)− f(x− t)|pKN (t)dt

)
dx

=
F.T.

1

2π

∫ π

−π
KN (t)

 1

2π

∫ π

−π
|f(x)− f(x− t)|pdx︸ ︷︷ ︸

:=g(−t)

 dt

où l’on a posé g(t) = ||f − τ−tf ||pp

Rappel : Soient f ∈ Lp(R) et a ∈ R. Le translatée de f par a est la fonction définie par

∀x ∈ R, (τaf)(x) = f(x− a)

Ainsi, on a

||f − σN (f)||pp =
1

2π

∫ π

−π
KN (t)g(−t)dt

= (g ∗KN )(0) = σN (g)(0)

Comme g ∈ C2π, par le point 1), on a lim
N→+∞

σN (g)(0) = g(0) et comme g(0) = 0, on en déduit donc que

lim
N→+∞

||f − σN (f)||p = 0
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Remarques :

• Noyaux de Dirichlet et de Fejér :

En notant en(x) = einx, la fonction

DN =

N∑
n=−N

en (N ∈ N)

est appelé le noyau de Dirichlet d’ordre N.
La fonction

KN =
1

N

N−1∑
j=0

Dj (N ∈ N∗)

est appelé le noyau de Fejér d’ordre N.
Alors 1)(i) DN est une fonction paire, 2π-périodique, et vérifie

1

2π

∫ π

−π
DN (x)dx = 1

(ii) DN est un prologement par continuité à R de la fonction

R/2πZ→ R, x 7→
sin(N + 1

2 )x

sin(x/2)

(iii) Pour tout f ∈ L1
2π, on a

SN (f) = f ∗DN

2)(i) KN est un prologement par continuité à R de la fonction

R/2πZ→ R, x 7→ 1

N

(
sin(Nx2 )

sin(x/2)

)2

(ii) Pour tout f ∈ L1
2π, on a

σN (f) :=
1

N + 1

N∑
k=0

Sk(f) = f ∗KN

(iii) (KN )N≥1 est une approximation de l’unité de L1
2π.

Démonstration :

�

• Deux inégalités :

1) Si f ∈ C2π, alors
||σN (f)||∞ ≤ ||f ||∞

2) Si f ∈ Lp2π, p ∈ [0,+∞[, alors
||σN (f)||p ≤ ||f ||p
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Démonstration :

�

• Module de continuité :

• Etude rapide de x→ sin(x2/2) :

• Inégalité de Jensen :

Inégalité de Jensen :
Soient (X,M, µ) un espace mesuré tel que µ(X) = 1 et f : X →]a, b[ une fonction de L1(X). Alors,
si ϕ est une fonction convexe sur ]a, b[, on a

ϕ

(∫
X

fdµ

)
≤
∫
X

(ϕ ◦ f)dµ

Démonstration :
Comme f est convexe, les pentes sont croissantes (i.e.) pour tous a < s < t < u < b, on a

ϕ(t)− ϕ(s)
t− s

≤ ϕ(u)− ϕ(t)
u− t

Posons t =
∫
X
fdµ. Alors a < t < b. Par ailleurs, considérons

α = sup
s∈]a,t[

ϕ(t)− ϕ(s)
t− s

Par suite, on a donc

α ≤ ϕ(u)− ϕ(t)
u− t

Ainsi, pour tout u ∈]a, b[, on a
ϕ(u) ≥ ϕ(t) + α(u− t)

En posant u = f(x), on a donc

ϕ(f(x))− ϕ(t)− α(f(x)− t) ≥ 0

Comme ϕ est continue, la fonction ϕ ◦ f est mesurable. En intégrant cette dernière inégalité (et en
utilisant le fait que µ(X) = 1 et que t =

∫
X
fdµ), on a∫

X

ϕ(f(x))dµ− µ(X)ϕ(t)− α
(∫

X

f(x)dµ− µ(X)t

)
≥ 0

ϕ

(∫
X

fdµ

)
≤
∫
X

(ϕ ◦ f)dµ

�

• Opérateur de translation :
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Soient f ∈ Lp(R) et a ∈ R. On rappelle que le translatée de f par a est la fonction définie par

∀x ∈ R, (τaf)(x) = f(x− a)

1) Si f ∈ Lp(R), 1 ≤ p ≤ +∞, alors τaf ∈ Lp(R) et ||τaf ||p = ||f ||p.
2) Si f ∈ Lp(R), 1 ≤ p < +∞, alors lim

a→0
||τaf − f ||p = 0

Démonstration :
1) On a

{x ∈ R ; τaf(x) 6= τag(x)} = {x ∈ R ; f(x− a) 6= g(x− a)} = a+ {x ∈ R ; f(x) 6= g(x)}

L’invariance de la mesure de Lebesgue λ par translation entraîne que

λ({τaf 6= τag}) = λ({f 6= g})

On peut donc définir τa sur Lp(R) car la classe de τaf modulo l’égalité presque partout ne dépend que
de celle de f . Enfin, si 1 ≤ p < +∞,

||τaf ||pp =
∫
R
|f(x− a)|pdx =

∫
R
|f(x)|pdx = ||f ||pp

Pour p = +∞, on remarque que

∀u ∈ R, {|τaf | > u} = a+ {|f | > u}

L’invariance de la mesure de Lebesgue λ par translation entraîne que

||f ||∞ := supess|f | = inf{M > 0 ; λ(|f | > M) = 0} = supess|τaf | = ||τaf ||∞

2) Supposons que f ∈ Cc(R) (l’espace des fonctions continues à support compact). Alors, par le
théorème de Heine, f est uniformément continue et ainsi, on a

(∀ε > 0)(∃η 0)(a ≤ η)⇒ (∀x ∈ R, |f(x− a)− f(x)| ≤ ε)

Par suite, pour a ≤ η, on a

||τaf − f ||pp =
∫
R
|f(x− a)− f(x)|pdx

=

∫
(a+{f 6=0})∪{f 6=0}

|f(x− a)− f(x)|pdx

≤ (λ(a+ {f 6= 0}) + λ({f 6= 0}))εp

≤ 2λ({f 6= 0}))εp

Or, λ({f 6= 0})) est fini puisque f est à support compact. Par conséquent,

a ≤ η ⇒ ||τaf − f ||p ≤
(
2λ({f 6= 0}))

)1/p
ε

Supposons maintenant f ∈ Lp(R). Comme Cc(R) est dense dans Lp(R), il existe une suite (fn)n∈N
dans Cc(R) telle que

lim
n→+∞

||fn − f ||p = 0 (†)

Alors

||τaf − f ||p ≤ ||τaf − τafn||p + ||τafn − fn||p + ||fn − f ||p
≤ 2||fn − f ||p + ||τafn − fn||p
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Soit ε > 0. D’après (†), il existe nε ∈ N tel que

||fnε − f ||p ≤ ε/4

et par ce qui précéde (puisque fn ∈ Cc(R) pour tout n ∈ N), il existe ηε > 0 tel que

||τafnε − fnε ||p ≤ ε/2 pour tout |a| ≤ ηε

Par conséquent,
||τaf − f ||p ≤ ε pour tout |a| ≤ ηε

D’où le résultat.

�

Remarque : Grâce à l’égalité

||τaf − τbf ||p = ||τb(τa−bf − f)||p = ||τa−bf − f ||p

on déduit que si 1 ≤ p < +∞ et f ∈ Lp(R), alors l’application

R→ Lp(R)
a 7→ τaf

est uniformément continue.

Attention ! Pour f ∈ L∞(R), on n’a pas lim
a→0
||τaf − f ||∞ = 0. En effet, en considérant une fonction

caractéristique f = χ[α,β], pour tout a ∈ R, on a

||τaf − f ||∞ = 1
�
�−→

a→0
0
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