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Développements
Théorème des deux carrés de Fermat

Dev2

Dans toute la leçon, A est un anneau commuta-
tif avec unité.

0 Idéaux d’un anneau [COMB]
p.195 → 205

0.1 Définitions et premiers exemples

Définition 1 On appelle idéal à gauche de l’an-
neau A, un sous-groupe de (A,+) tel que :

∀a ∈ A, ∀x ∈ I, ax ∈ I (1)

On appelle idéal à droite de l’anneau A, un sous-
groupe de (A,+) tel que :

∀a ∈ A, ∀x ∈ I, xa ∈ I (2)

On appelle idéal bilatère de l’anneau A, un sous-
groupe de (A,+) qui vérifie (1) et (2).

Remarque 2 (i) Un idéal de A est un sous-anneau
de A mais la réciproque est fausse : Z est un sous-
anneau de R mais pas un idéal de R.
(ii) Si A est commutatif, ces trois notions coïn-
cident.

Proposition 3 Soit f : A → B un morphisme
d’anneaux.
(i) Soit J un idéal de B. Alors f−1(J) est un idéal
de A.
En particulier, Ker(f) = f−1({0}) est un idéal de
A.
(ii) Soient f est surjectif et I un idéal de A. Alors
f(I) est un idéal de B.

0.2 Intersection et somme d’idéaux -
Idéal maximal

Proposition 4 Soit (Ik)k∈K une famille d’idéaux
de A.
(i) ∩

k∈K
Ik un idéal de A.

(ii) L’ensemble
∑
k∈K

Ik des éléments x ∈ A qui sont

somme finie xi1 + ...+ xip d’éléments de ∪
k∈K

Ik est

un idéal de A.
C’est le plus petit idéal de A contenant Ik pour tout
k ∈ K.
En particulier, la somme deux idéaux I et J

I + J = {x+ y ; x ∈ I, y ∈ J}

est un idéal de A.

Corollaire 5 Pour toute partie non vide X de A,
il existe un plus petit idéal I de A contenant X, à
savoir l’intersection de tous les idéaux de A conte-
nant X.
De plus, I est l’ensemble des éléments de A de la
forme a1x1 + ...+ apxp où p ∈ N∗, x1, ..., xp ∈ X et
a1, ..., ap ∈ A.
Cet idéal s’appelle idéal engendré par X.

Définition 6 On appelle idéal maximal de A un
idéal I de A distinct de A tel que les seuls idéaux
de A contenant I soient I et A.

Proposition 7 Tout idéal de A distinct de A est
inclus dans un idéal maximal.

0.3 Quotient d’un anneau par un
idéal - Idéal premier

Lemme 8 Soit I un sous-groupe du groupe addi-
tif (A,+). La relation d’équivalence de congruence

1



modulo le sous-groupe I

x ≡ y ⇔ y − x ∈ I

est compatible avec le produit de A si et seulement
si I est un idéal de A.

Proposition 9 Soit I un idéal de A.
(i) Le quotient A/I muni des opérations

x+ y = x+ y et x.y = x.y

est un anneau.
Si A a une unité 1, alors 1 est une unité pour A/I.
(ii) L’application

ϕ : A→ A/I

x 7→ x

est un morphisme d’anneaux surjectif de noyau
I qui vérifie la propriété dite universelle (ou
factorisation des morphismes) :
Si f est un morphisme de A dans un anneau B
est nul sur I, alors il existe un unique morphisme
f : AI → B tel que ϕ ◦ π = f

A
ϕ //

f ##

A
I

Imf ⊆ B
{{ f

Proposition 10 Un idéal I de A est maximal si et
seulement si A/I est un corps.

Définition 11 Un idéal I de A est dit premier si
I 6= A et si la condition xy ∈ I implique x ∈ I ou
y ∈ I (i.e.) dans A/I x.y = 0 implique x = 0 ou
y = 0 ce qui signifie que A/I est un corps.

Corollaire 12 Tout idéal maximal de A est un
idéal premier.

Remarque 13 La réciproque est fausse : L’idéal
{0} de Z est premier mais n’est pas maximal.

1 Définitions et premiers
exemples [COMB] p.237 →
239

1.1 Idéaux principaux, anneaux
principaux

Définition 14 (i) Un idéal I de A est dit principal
s’il existe a ∈ A tel que I = aA.
(ii) L’anneau A est dit principal s’il est intèbre et
si tout idéal de A est principal.

Exemple 15 L’anneau Z est principal.

Proposition 16 Soit A un anneau principal.
Toute suite croissante I0 ⊂ I1 ⊂ ... d’idéaux de
A est stationnaire : il existe k ∈ N à partir duquel
la suite est constante.

1.2 Exemples importants : les an-
neaux euclidiens

Définition 17 On appelle anneau euclidien un an-
neau A commutatif, intègre, avec unité possédant
une division euclidienne dans le sens suivant : il
existe une application ϕ, appelé stathme euclidien,
de A dans un ensemble bien ordonné E, ayant la
propriété que pour tout a ∈ A et pour tout b ∈
A\{0}, il existe q, r ∈ A tel que :

a = bq + r avec ϕ(r) ≤ ϕ(b)

Proposition 18 Tout anneau euclidien est princi-
pal.

Exemple 19 (i) Z est euclidien pour le stathme

ϕ : Z→ N
n 7→ |n|

(i) K[X], l’anneau des polynômes à coefficients
dans le corps commutatit K est euclidien pour le
stathme

ϕ : K[X]→ {−∞} ∪ N
P 7→ deg(P )

Remarque 20 L’anneau Z
[
1+i
√
19

2

]
est principal

mais non euclidien.

2 Arithmétique dans les an-
neaux principaux [COMB]
p.241 → 245

2.1 Divisiblité dans un anneau prin-
cipal

Définition 21 Soient a, b ∈ A.
(i) On dit que a divise b ou que b est un mutliple de a
s’il existe c tel que ac = b. On note a | b.
(ii) On dit que a ∈ A est irréductible (ou premier)
si a est non nul, non inversible et si les seuls divi-
seurs de a sont 1, a et les associés de ces éléments.
(iii) Deux éléments a, b ∈ A sont dits
premiers entre eux si les seuls diviseurs communs à
a et b sont des éléments de A∗. On note (a, b) = 1.
Des éléments a1, ..., ak ∈ A sont dits
premiers entre eux dans leur ensemble si les élé-
ments de A∗ sont leurs seuls diviseurs communs.
On note (a, b) = 1.
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Proposition 22 Soient A un anneau principal et
a, b ∈ A\{0}.
(i) Un générateur m de l’idéal aA ∩ bA est un plus
petit multiple de a et b.
(ii) Un générateur d de l’idéal aA+ bA est un plus
grand diviseur de a et b.

Corollaire 23 Soient a1, ..., ak ∈ A.
(i) Un diviseur commun d de a1, ..., ak est pgcd de
a1, ..., ak si et seulement s’il existe u1, ..., uk ∈ A
vérifiant la relation de Bezout :

d = a1u1 + ...+ akuk

(ii) Théorème de Bezout : En particulier,
a1, ..., ak ∈ A sont premiers dans leur ennsemble
si et seulement s’il existe u1, ..., uk ∈ A tels que :

1 = a1u1 + ...+ akuk

Corollaire 24 Soient A un anneau principal et
a, b, c ∈ A.
(i) Lemme de Gauss : Si a | bc et si (a, b) = 1, alors
a | c.
(ii) Si (a, b) = 1 et (a, c) = 1, alors (a, bc) = 1.
En particulier, si (a, b) = 1, alors (am, bn) = 1 pour
tous m,n ∈ N∗.

Remarque 25 Soient a1, a2 des éléments non nuls
de Z ou de K[X] (où K est un corps commutatif)
ou plus généralement d’un anneau euclidien. L’al-
gorithme d’Euclide permet de calculer un pgcd de
a1 et a2 et d’obtenir une relation de Bezout.

2.2 Décomposition en facteurs irré-
ductibles

Proposition 26 Soit A un anneau principal. Tout
élément non nul a de A qui n’est pas une unité a
une décomposition

a = p1...pk

comme produit d’éléments irréductibles.

Définition 27 Nous appelerons système d’irréduc-
tibles dans l’anneau principal A une famille P d’élé-
ments irréductibles de A telle que tout irréductible
de A soit associé à un élément de P et un seul.
On suppose un tel choix fait par la suite.

Corollaire 28 (i) Soit a = upα1
1 ...pαk

k un élément
non nul de A, avec u ∈ A∗ et p1, ..., pk ∈ P distincts
et α1, ..., αk ∈ N∗.
Les diviseurs de a sont les éléments de la forme
b = vpβ1

1 ...p
βk

k où v ∈ A∗ et où β1, ..., βk ∈ N∗ avec
βi ≤ αi pour i = 1, ..., k.
(ii) Soient a = u

∏
i∈i p

αi
i et b = v

∏r
i∈I p

βi

i , avec
αi ≥ 0 et βi ≥ 0 pour chaque i, sont les représenta-
tions canoniques de a et b, alors :

pgcd(a, b) =
∏
i∈i

q
min(αi,βi)
i et

ppcm(a, b) =
∏
i∈i

q
max(αi,βi)
i

3 Quotient dans les anneaux
principaux [COMB] p.249 →
251

3.1 Quotient dans les anneaux prin-
cipaux

Lemme 29 Considérons un élément non nul et
non inversible de l’anneau principal A. Soit b ∈ A.
Pour que b ∈ aA soit une unité de l’anneau A/aA,
il faut et suffit que (a, b) = 1

Proposition 30 Soient A un anneau principal et
p ∈ A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) p est irréductible.
(ii) pA est un idéal maximal de A.
(iii) pA est un ideal premier de A.
(iv) A/pA est un corps.

3.2 Théorème des restes chinois
Proposition 31 Soient A un anneau commutatif
avec unité, I et J deux idéaux tels que I + J = A
(alors I ∩ J = IJ). Alors pour tout x ∈ A, l’appli-
cation

f : A/(I ∩ J)→ A/I ×A/J

x̂ 7→ (x,
◦
x)

est un isomorphisme d’anneaux.

Corollaire 32 Soient A un anneau commutatif
avec unité, m,n ∈ A premiers entre eux. Soit donc
u, v ∈ A tels que 1 = um+vn Alors pour tout k ∈ A,
l’application

f : A/(mnA)→ A/mA×A/nA

k̂ 7→ (k,
◦
k)

est un isomorphisme d’anneaux, de réciproque

f : A/mA×A/nA→ A/(mnA)

(a,
◦
b) 7→ x̂ := ̂vna+ umb

Théorème 33 Théorème des restes chinois
dans Z :
Soient n1, ..., nk des nombres naturels relativement
premiers deux à deux et n = n1 × ... × nk. Alors
l’application

Z/nZ→ Z/n1Z× ...× Z/nkZ
x 7→ (x1, ..., xk)

où xi est la classe de x modulo ni est un isomor-
phisme d’anneaux.
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Application 34 Recherche d’inverse :
Prenons n = 30 = 2× 3× 5 et notons

ϕ : Z/30Z→ Z/2Z× Z/3Z× Z/5Z

Les valeurs de ϕ sont regroupés dans le Tableau 1.
Un élément de Z/30Z est inversible si et seulement
s’il correspond à un triplet formé de trois éléments
non nuls.
Prenons 23 qui correspond à (1,2,3). Il est donc
inversible, d’inverse (1−1, 2−1, 3−1) = (1, 2, 2). Ce
dernier triplet correspond à 17. Donc 17 est l’in-
verse de 23 dans Z/30Z. [ML3al] p.479

Théorème 35 Théorème des restes chinois
(version "système de congruence") :
Soient m1, ...,mr des nombres naturels relativement
premiers deux à deux et a1, ..., ar des entiers quel-
conques. Alors le système de congruences :

x ≡ a1 (mod m1)
...

x ≡ ar (mod mr)

possède une solution. De plus, toutes les solutions
sont congrues modulo m1...mr. [KM] p.XXX

Exemple 36 Le plus petit entier positif x tel que : x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 4 (mod 7)

est x0 = 256 ≡ 53 (mod 105). [KM] p.XXX

4 Applications

4.1 Irréductibilité des polynômes
[GOZ] p.8 → 12

Définition 37 Soit A un anneau. Un polynôme
P ∈ A[X] est dit irréductible dans A[X] si et seule-
ment si son dégré est supérieur ou égal à 1 et ses
seuls diviseurs dans A[X] sont les polynômes uP où
u ∈ A∗ et les élements de A∗

Proposition 38 Soit P (X) = anX
n + ...+ a1X +

a0 ∈ Z[X] avec an 6= 0 et a0 6= 0. Si le ration-
nel α est zéro de P (X), en notant α = p/q (avec
(p, q) ∈ Z∗ × N∗ et pgcd(p, q) = 1), alors p|a0 et
q|an.

Définition 39 Soit A un anneau factoriel. Pour
tout polynôme non nul P ∈ A[X], on appelle
contenu de P et on note c(P ), le pgcd des coeffi-
cients de P.
P est dit primitif si et seulement si c(P ) = 1.

Proposition 40 (i) Le produit de deux polynômes
primitifs est primitif.
(ii) ∀(P,Q) ∈ (A[X]\{0})2, c(PQ) = c(P )c(Q).

Théorème 41 Soient A un anneau factoriel,
K=Frac(A) le corps des fractions de A et P ∈ A[X]
de degré supérieur ou égal à 1.
P est irréductible dans A[X] si et seulement si P est
irréductible dans K[X] et c(P ) = 1.

Théorème 42 Critère d’Eisenstein : Soient A un
anneau factoriel, K=Frac(A) le corps des fractions
de A et P =

∑n
i=0 aiX

i ∈ A[X] de degré n ≥ 1.
On suppose qu’il existe un élément p irréductible de
A tel que :

(i) p - an , (ii) p | a0, ..., an−1 , et (iii) p2 - a0

Alors P est irréductible dans K[X].

Application 43 Pour tout p premier, le polynôme
Φp,Q(X) =

∑p−1
i=0 X

i est irréductible dans Z[X].

Théorème 44 Soient A un anneau factoriel,
K=Frac(A) le corps des fractions de A et P =∑n
i=0 aiX

i ∈ A[X] de degré n ≥ 1.
Soient I un idéal premier de A, B = A/I l’an-
neau quotient (qui est donc intègre) et L=Frac(B)
le corps des fractions de B. On suppose que an /∈ I.
Si le réduit P de P modulo I est irréductible dans
L[X], alors P est irréductible dans K[X].

Exemple 45 Avec A = Z, I = (p) où p est un
nombre premier, alors K = Q et B = Fp = L, on a,
par exemple, que P (X) = X3−127X2+3608X+19
est irréductible dans Z[X] (p = 2).

4.2 Algèbre linéaire : polynôme mi-
nimal et lemme des noyaux
[AUL] p.86

Proposition-définition 46 Soit f ∈ EndK(E).
L’application

φf : K[X]→ EndK(E)

P (X) =
∑
i

aiX
i 7→ P (f) =

∑
i

aif
i

est un morphisme de K-algèbres.
Le générateur unitaire de son noyau s’appelle
polynôme minimal de f, et on le note πf (X).

Définition 47 Soit f ∈ EndK(E). Un polynôme
Q(X) ∈ K[X] est dit annulateur de f si Q(f) = 0.

Théorème 48 Toute valeur propre est racine d’un
polynôme annulateur.

Proposition 49 Lemme des noyaux
Soit f ∈ EndK(E) et Q(X) = Q1(X)...Qp(X) un
polynôme factorisé en produit de polynômes deux à
deux premiers entre eux.
Si Q(f) = 0, alors

E = KerQ1(f)⊕ ...⊕KerQp(f)

[GRI] p.179-180
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4.3 ♠ Théorème des deux carrés de
Fermat ♠ [PER] p.56→ 58, 74-75

Définition 50 On pose Σ = {n ∈ N | n = a2+b2 =
n}

Lemme 51 Z[i] = {a+ib, a, b ∈ N} est un anneau
euclidien Z[i]∗ = {±1,±i}.

Lemme 52

p ∈ Σ⇔ p n’est pas irréductible dans Z[i]

⇔ −1 ∈ F∗2p
Théorème 53 p ∈ Σ⇔ p = 2 ou p ≡ 1 (mod 4)

Application 54 (i) La décomposition comme
somme de deux carrés de N=260 est

N = 260 = 82 + 142

Cette décomposition n’est pas unique car on a aussi

N = 260 = 22 + 162

(ii) 2019 = 3×673 n’est pas décomposable en somme
de deux carrés puisque 3 6≡ 1 (mod 4)
(iii) 2020 = 22×5×101 est décomposable en somme
de deux carrés 2020 = 382 + 242 [COMB] p.248
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Illustrations

ϕ(0) = (0, 0, 0) ϕ(1) = (1, 1, 1) ϕ(2) = (0, 2, 2) ϕ(3) = (1, 0, 3) ϕ(4) = (0, 1, 4)
ϕ(5) = (1, 2, 0) ϕ(6) = (0, 0, 1) ϕ(7) = (1, 1, 2) ϕ(8) = (0, 2, 3) ϕ(9) = (1, 0, 4)
ϕ(10) = (0, 1, 0) ϕ(11) = (1, 2, 1) ϕ(12) = (0, 0, 2) ϕ(13) = (1, 1, 3) ϕ(14) = (0, 2, 4)
ϕ(15) = (1, 0, 0) ϕ(16) = (0, 1, 1) ϕ(17) = (1, 2, 2) ϕ(18) = (0, 0, 3) ϕ(19) = (1, 1, 4)
ϕ(20) = (0, 2, 0) ϕ(21) = (1, 0, 1) ϕ(22) = (0, 1, 2) ϕ(23) = (1, 2, 3) ϕ(24) = (0, 0, 4)
ϕ(25) = (1, 1, 0) ϕ(26) = (0, 2, 1) ϕ(27) = (1, 0, 2) ϕ(28) = (0, 1, 3) ϕ(29) = (1, 2, 4)

Tableau 1 : Valeurs de ϕ : Z/30Z→ Z/2Z× Z/3Z× Z/5Z
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Questions

Exercice : Premier equi irred

Solution :

Exercice : ideal premier fonctions ml3al p489

Solution :

Exercice : IJ=IcapJ + chinois comb p249

Solution :
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