Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

Mohamed NASSIRI

Partant d’une définition élémentaire, les matrices symétriques réelles et les matrices hermitiennes per-
mettent de mieux visualiser les problémes en lien avec les formes quadratiques et les formes hermitiennes :
réductions, classifications, etc. Par conséquent, le théoréme spectral et le théoréme de Sylvester ont deux
points de vue : un point de vue matriciel et un point de vue "forme quadratique".

Un autre résultat remarquable en lien avec ces matrices (plus particuliérement les matrices symétriques
réelles et hermitiennes définies positives) : la décomposition polaire. Cette décomposition permet de
décomposer toute matrice en un produit de matrices plus "robustes" et dont on connait bien les propriétés.

Les applications sont variées. En analyse numérique, on pourra souligner I'importance des matrices
symétriques réelles et hermitiennes définies positives. Elle joue un réle important notamment dans la
convergence des méthodes itératives. En calcul différentiel, la matrice hessienne, qui est symétrique grace
au théoréme de Schwarz, joue un role essentiel dans la nature des points critiques. Et, avec le concept de
signature, on a un trés joli résultat : le lemme de Morse.
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1 Définitions et premiéres pro-

Exemple 5 La matrice M = (—11 ;) est hermi-
priétés

tienne.

1.1 Deéfinitions et premiéres proprié-

té Proposition 6 Toute matrice hermitienne H €
€es

M, (C) peut s’écrire de maniére unique sous la
Définition 1 On dit qu’une matrice A € M, (R) Jorme H =5 +iA, ot S €85y, et A€ A,.

est symétrique si ‘A = A. Elle est dite Hn, lUensemble des matrices hermitiennes de
antisymétrique si ‘A = —A. [GRI] p.31 M, (C)  forme un R-ew. de dimension n?.
[GOUag] p.229

Proposition 2 S, (R) (ou S, ), ’ensemble des ma-
trices symétriques et A, (R) (ou A, ), 'ensemble des
matrices antisymétriques sont des sous-espaces vec- 1.2 Lien avec les formes bilinéaires

toriels de M,,(R). [GRI] p.31 symétriques et hermitiennes
Proposition 3 1) M,(R) =S, ® A, [GOUag] p.227 — 229

2) On pose E;; la matrice dont tous les coefficients
sont nuls, sauf celui d’indice (i,7) qui vaut 1. Alors
((Eii)1<i<n, (Eij + Eji)1<i<j<n) est une base de S,
((Eij — Eji)1<i<j<n) est une base de A,

Par conséquent, dimS,, = n(n +1)/2 et dimA,, =
n(n —1)/2. [GOUag| p.228 — 229

Proposition 7 Soit B une base de E. Une forme
bilinéaire ¢ sur E est symétrique (resp. antisymé-
trique) si, et seulement si sa matrice dans la base
B est symétrique (resp. antisymétrique).

Proposition 8 Soit B une base de E. Une forme
Définition 4 On dit qu’une matrice H € M, (R)  sesquilinéaire ¢ sur E est hermitienne si, et seule-
est hermitienne si A = A. [GOUag] p.229 ment st sa matrice dans la base B est hermitienne.



Définition 9 Soient q une forme quadratique sur
FE et B une base de E.

On appelle matrice de q dans la base B la matrice
de la forme polaire ¢ de q dans la base B, et la
rang de q le rang de cette matrice.

Exemple 10 On se place dans R? et on y définit
la forme quadratique q par

u=(z,y,2) — q(u) = 322 + y* + 2zy — 322

Alors la matrice de q¢ dans la base canonique de R3
est

3 1 -3/2
A= 1 1 o0
~3/2 0 0

Définition 11 Soient ® wune forme hermitienne
sur un C-e.v E et B une base de E.

On appelle matrice de ® dans la base B la matrice
de la forme polaire ¢ de q dans la base B, et la
rang de ® le rang de cette matrice.

Exemple 12 On se place dans C? et on y définit
la forme hermitienne ® par 3
D:u= (x,y)»—>fx—2@y+§yx+§y§

Alors la forme polaire de @ est

3
o(ui,up) = T1w2 — 2y1Y2 + 5:71332 + §y2971

et la matrice de ¢ dans la base canonique de C? est

)

A= (3}2

2 Réduction

2.1 Théorémes spectraux [GRI] p.221]]
— 287

Définition 13 Un endormorphisme f d’un espace
euclidien (ou hermitien) est dit autoadjoint si

(f(x),y) = (=, fly)) Vr,y € E

En d’autres termes, f est autoadjoint si f* = f.
Proposition 14 f est autoadjoint si et seulement
si la matrice qui le représente dans une base orthor-

mée est symétrique.

Théoréme 15 e Version endomorphisme :

Soit f un endomorphisme autoadjoint d’un espace
euclidien. Alors f est diagonalisable et ses sous-
espaces propres sont deux o deuz orthogonaut.

e Version matricielle :

Soit A € My, (R) symétrique. Il existe P € Op(R)
telle que A’ =t PAP soit diagonale.

Remarque 16 Les matrices symétriques com-
plexes (non réelles) ne sont pas nécessairement dia-
gonalisables (ni dans R, ni dans C). Ezemple :

A:(O

1 2
Proposition 17 f est autoadjoint si et seulement
st la matrice qui le représente dans une base orthor-
mée est hermitienne.

) est symétrique et non diagonalisable.

Théoréme 18 e Version endomorphisme :

Soit f un endomorphisme autoadjoint d’un espace
hermitien. Alors les valeurs propres de f sont toutes
réelles, [ est diagonalisable et ses sous-espaces
propres sont deux & deux orthogonaux.

o Version matricielle :

Soit A € M,,(C) hermitienne. Il existe U € U, telle
que A =t UAU soit diagonale réelle.

2.2 Classification des formes quadra-
tiques et hermitiennes

Théoréme 19 Soit ¢ une forme quadratique sur
E, un C-e.v. Alors, il existe une base (e;) telle que,

ST T =Y Tl
q(z) =22 + ... + 22
ol T =18q
Théoréme 20 Théoréme de Sylvester St E est un
R-e.v. (resp. C-e.v.), et q une forme quadratique

(resp. hermitienne) sur E, alors il existe une base
(e;) telle que, six =" | z;e;,

2

q(x):xf+...+x§fxf,+lf...f:rr

(resp. g(x) = |x1|2+...+|xp\2—|xp+1|2—...—|xr\2)

c’est-a-dire

Ll o |o
Mat(q)e, = | 0 | I,—, | O
0 0 0

ot T =18q, et p est entier (qui ne dépend que de q).
Le couple (p,r — p), noté sgn(q), est dit signature
de q.

Méthode 21 Méthode de Gauss pour permettre de
déterminer la signature d’une forme quadratique ou
hermitienne.

Exemple 22 o La forme quadratique g : R?® — R
définie par :

q(z) = 27 + 223 + 1525 — da129 + 62173 — Sxom3

a pour signature sgn(q) = (2,1).
o La forme quadratique ® : C3 — R définie par :

O(x) = |21|* + 5lzaf* + 3|23
+ 2iT1xo — 21x1T2 + 1T2x3 — 1T2T3

a pour signature sgn(®) = (3,0).



2.3 Conséquences sur les matrices et
formes définies positives

Définition 23 e Une matrice M € M, (K) (K =
R ou C) est définie positive si pour tout X €
K™\{0}, tXMX > 0.

o STH(R) = {M € GL,(K) | 'M = M et X €
R™\{0}, ' XMX >0}

e STMR) = {M € GL,(K) | 'M = M et X €
R™\{0}, tXMX >0}

e Hit = {M € GL,(C) | 'M =
Cc™\{0}, tXMX > 0}

e Hf = {M € GL,(C) | 'M = M et X €
C™"\{0}, *XMX >0} [H2G2t1] p.202

M et X €

Proposition 24 Soient une forme bilinéaire
(resp. une forme sesquilinéaire & symétrie hermi-
tienne ¢) sur E un R-e.v. (resp. C-e.v.), (e;) une
base de E et M = Mat(p)e, (resp. M = Mat (o)., ).
Alors ¢ (resp. ¢) définit un produit scalaire ((i.e.)
M est définie positive) si et seulement si la matrice
M a toutes ses valeurs propres strictement positives.
[GRI] p.254 — 287

Proposition 25 Si E est un R-e.v. (resp. C-e.v.),
et q une forme quadratique (resp. hermitienne) sur
E. Alors q est définie positive < sgn(q) = (n,0)
[GRI] p.310 — 331

Proposition 26 Orthogonalisation simultanée
Soient M, N deuzx matrices symétriques (resp. her-
mitiennes), telles que M soit définie positive. Alors
il existe une matrice C' inversible telle que

*CMC =1 et "CNC =D

ou D est une matrice réelle.

[GOUag] p.245

diagonale

Théoréme 27 Critére de Sylvester :

Soit M = (a; j)1<ij<n € Mp(R) une matrice symé-
trique. Yk € {1,...,n}, on définit la matrice extraite
My = (ai’j)lgi’jgk S Mk(R) Alors

M est définie positive si et seulement si Vk €
{1,...,n}, detM}, > 0. [GOUag] p.248

Application 28 La matrice A = (ﬁ)lﬁidﬁn
est symétrique définie positive. [GOUag] p.248

Application 29 e ST (R) est un cone ouvert
dans S, (R)

¢ STT(R) = S (R)

o 1T est un cone ouvert dans H.,

o Hit =M

3 Applications

3.1 Exponentielle de matrices

[H2G2t1] p.202 — 210

Théoréme 30 & Décomposition polaire @
On a les homéomorphismes suivants :

On(R) x STH(R) =5 GL,(R), (0, S) — OS
U, x Hit =5 GL,(C), (U, H) — UH

Théoréme 31 & Homéomorphisme entre S, (R)
et STH(R) &

e Lapplication exp : S, (R) — ST (R) est un ho-
méomorphisme.

o L’application exp : H, — HIT est un homéomor-
phisme.

Corollaire 32 On en déduit les isomorphismes
sutvants :
n(n+1)

GL,(R) &~ O, (R) x R™2
GL,(C) ~ U, x R"

3.2 Meéthodes itératives des sys-
témes linéaires [DUM] p.167 —
169

Théoréme 33 Méthodes itératives de résolution
d’un systéeme linéaire Ax=>b

Soit A € GL,(R). On considére la décomposition
régulicre de A = M — N, M € GL,(R), N €
M, (R), et la suite (ux)ren définie par :

keN

ug € R" et Mugi1 = Nug+b

Alors la méthode converge si et seulement si
p(M~IN) <1 (ot p désigne le rayon spectral).

Théoréme 34 Soit A € ST (R). Pour une mé-
thode itérative associée o la décompostion (M, N)
de A, on a*M + N € S, (R).

Si de plus, ‘M + N € SFT(R), alors la méthode
converge.

3.3 Calcul différentielle : matrice
hessienne [ML3an| p.700 — 702

Théoréme 35 Théoréme de Schwarz
Soit f : U — R, U ouvert de R™, une application
deux fois différentiable en a € U. Alors

0*f 0*f
a) = a
8:ci(’)xj 8%8:52
Définition 36 Avec les mémes mnotation, la

matrice hessienne de f en a est donnée par :

92 f 22
821{1 (a) amlafzn (a)
Hfa =
5 8?2
axla];n (a) aza:]; (a)



Remarque 37 H f, est symétrique d’apres le théo-
réme de Schwarz.

Théoréme 38 e Condition du premier ordre :
Soient xg € U et f : U — R une application diffé-
rentiable en xqg. Si xg est un extremum local de f
sur U, alors

Df(xo) = O0z( r),

autrement dit, xy est un point critique de f.

e Condition du second ordre :

Soient xg € U et f: U — R une application deux
fois différentiable en xy. Alors xg est un minimum
(resp. mazimum) local de f surl si et seulement si
la hessienne H f(xq) est définie positive (resp. défi-
nie négative).

Remarque 39 La réciproque du premier point est
fausse et du point également si on enléve le caractére
"définie" de la hessienne ! Par exemple, f : x — 23
définie sur R vérifie f/(0) = f”(0) = 0 donc 0 est
un point critique et la hessienne en 0 est positive
(car elle est nulle). Or 0 n’est pas un extremum lo-
cal de f.

Application 40 Soit f : R? — R :
4

2t —y? + L

Points critiques : (0,0),(0,v/2) et (0, —/2)

(z,y) =

Nature des points critiques :

2 0
Hf(O,O) = (O 2)

2 0
Hf(o,\/ﬁ) = Hf(o,—ﬁ) = (0 4)

(0,0) n'est pas un extremum. C’est en fait un point

selle car (h(0,1) = =3/4 <0 et h(1,0)=1>0).

Comme Hf(o,\/i) et Hf(077\/§) sont définies posi-

tives, (0,1/2) et (0, —\/2) sont des minimums locauz

de f.

De plus, comme f(z,y) — f(0,v/2) = f(z,y) —
4

f0,—V2) = 22 + (4 — 1)2 > 0. Ces minimums

sont méme globauz.

Théoréme 41 & Lemme de Morse #

Soit f : U = R une fonction de classe C' sur un
ouvert U de R™ contenant l’origine. On suppose que
Df(0) =0 et que D%f(0) est non dégénérée, de si-
gnature (p,n — p).

Alors il existe un difféomorphisme x — u := ()
entre deux voisinages de l’origine dans R™, de classe
Ct, tel que

p(0) =0 et f(2)—f(0) = w2+ 4ud—u2,, —.—u]]

[ROU] p.354, p.210



Questions

Exercice : Soit n > 1 et M = (m;;) € GL,(R) telle que m;; € {—1,1} et M*M = nI,,. Montrer que n
est un multiple de 4.

Solution : Montrons que n est pair :
On a donc (M'M);; = >0 _, mizmj, = nd;;. Ainsi pour i # j, > p_ymimjr = 0 et comme les
mi; € {—1,1}, il y a autant de 1 et —1 dans la somme (pour qu’elle soit nulle), et donc n est pair.

Notons que la relation pour i # j, >.r_, mikmjr = 0 signifie que les lignes de la matrice M sont
orthogonales.

Montrons que n est un multiple de 4 :
En multipliant par —1 une colonne de M, on ne change pas le fait que pour i # j, ZZ=1 mipmgr = 0. 11
est donc possible de mettre M sous la forme :

p termes p termes
—— —— L1
11 ... .. 11 I
2
M=| -1 -1 ) 11
1 -1 ... ]... =11 _

ou n = 2p. Ainsi de chaque coté de la "séparation" il y a le méme nombre 1 et de —1.
Regardons la ligne 3. Soit ¢ le nombre de 1 du "coté gauche" et r le nombre de 1 du "coté droit". Il y a
donc p — ¢ fois le nombre —1 du "cété gauche" et p — r fois le nombre —1 du "coté droit". Par suite,

0=(Li,L3)=q+r+(g—p)+(r—p &qt+tr=p (1)
0= (Lo, L3)=—q+r+(p—q +(r—p &r=gq (2)

De (1) et (2), on en déduit que p = 2¢q et donc n = 2p = 4q.

Exercice : 1) Soient ti,...t, € R. On définit la matrice M = (m;;) = (t;t;) € M, (R). Montrer que
M est positive.
2) Méme question avec lesréels 0 < t; <ty < ... < ¢, et M définit par M = (my;) = (inf(¢;,¢5)) € M, (R).

Solution : 1) Soit x € R™\{0},

n n
oMy = Z M T T = Z thtszxj
1<i,j<n i=1 j=1
n n
i=1 j=1
n 2
= (Zthk> Z 0
k=1

Donc M est bien positive.



2) Détaillons un peu la matrice M :

t1 1 t1
t1 1o to
M = (lnf(t“t])) = .
t1 12 tn
t1 t 0 0 0 0 0 0
t1 t1 0 to—1 to —t1 0 0 0
= . . . + .
t1 t1 0 to—1t to —t1 0 0 tn —th—1
=M, =M, =M,

Par suite, pour x € R™\{0}, et posant t, = 0, on a

n

feMa =" w(My + My + ...+ My)w = (L —ti1)
——

Donc M est bien positive.

i=1




