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Résumé :

Un développement tres intéressant qui donne une caractérisation des sous-groupes distingués a partir des
"noyaux de caracteéres”. Ainsi, on peut trouver les sous-groupes distingués d’un groupe (mais également les
relations d’inclusion entre ces sous-groupes) directement sur la table des caracteres.

Prérequis :

Théorie des groupes - Représentations linéaires de groupes et caractéres

Théoréme : Soient G un groupe fini, et G= {p1, .-, pr} son dual, formé de représentants des
représentations irréductibles non isomorphes, de caractéres x; pour i =1, ..., p.
Les sous-groupes dinstingués d’un groupe fini G sont exactement du type

Mg € Gl xilg) = xi(e)} ot I {1,...,7}
el

Démonstration.

Lemme :

Soit G un groupe fini, et p : G — GL(V') une représention, de caractére y, sur un espace V de dimension d.
Alors K, := {g € G | x(9) = x(e)} est un sous-groupe distingué de G. On le nomme "noyau de la
représentation”.

Démonstraton du lemme. On va montrer que K, = Kerp := {9 € G | p(9) = Id} en procédant par
double inclusion.

- K, CKerp: Soient g € G un élément d’ordre k, wi,...,wq les valeurs propres de p(g) (et qui sont des

racines k™ de 'unité). On a
IX(9)] < fwn] + .. |wa| = d = x(1)



Donc si g € K, alors |x(g)| = d, et on a donc égalité dans I'inégalité triangulaire précédente. Ceci signifie
que les w; sont positivement liés dans R, mais comme ils sont de module 1, ils sont tous égaux. Si |x(g)| = d,
on a nécessairement w; = 1, donc p(g) = Id. Donc g € Kerp.

- K, D Kerp : Soit g € Kerp, alors p(g) = Id, ce qui implique |x(g)| = Tr(Id) = d et donc g € K.

Conclusion : K, = Kerp
O

e Soit N <1 G. On note py la représentation réguliere de G/N. Donc U est un espace vectoriel de dimension
égale a |G/N| = |G|/|N|, de base {e4}secc/n, et I'on a py(h)(eg) = eng.

La représentation réguliére est fidele, donc py est injective.

On étend cette représentation en une représentation py : G — GL(U). Pour cela, il suffit de poser

Vg € G, pu = puon(g)

Notons yx le caractere de py. On a alors I'égalité Kerpy =Ker(pyom) = N, dou N =K, ={g€ G| x(g) =

x(e)}
Il ne reste plus qu’a décomposer la représentation pyy en fonction de représentations irréductibles. On obtient
donc x = a1x1 + ... + a,x,. Ainsi,

Vg e G, [x(g9) =

Z a;xi(g)

On a donc 'égalité x(g9) = x(e) (c’est-a-dire g € K, ) si et seulement si on a une égalité dans I'inégalité
triangulaire précédente. D’ou x(g) = x(e) si et seulement si Vi, a;xi(g9) = a;xi(e). Ceci est finalement
équivalent a

=S SANDIED SEABIENG

Vi, a;>0=g¢€ K,,

On a donc bien le résultat voulu avec I := {i | a; > 0}

e Pour la réciproque, on sait que K, = {z € G | x(z) = x(e)} est un sous-groupe distingué (et comme
I'intersection de sous-groupes distingués est distinquée, on peut conclure. O

Corollaire :
G est simple si et seulement si pour tout 4 # 1, pour tout g € G\{e}, xi(g9) = xi(e).

Démonstraton du lemme.

=

Supposons qu'il existe g € G, avec g # e tel que x;(g) = xi(e), alors K,, C G est un sous-groupe distingué
non trivial de G, donc G n’est pas simple.

=

Réciproquement, si G n’est pas simple, alors il existe g # e dans un certain sous-groupe distingué N < G
non trivial. Alors d’apres le théoremé précédent, N = (,.; K,,, donc g € K, pour i € I C {2,...,r}. Ceci
signifie bien que x;(g) = xi(e).

i€l

O




Remarques :

e Comme on l’a dit en préambule, une des principales raisons d’avoir parler de ce théoréeme et de son
corollaire est la suivante : on peut trouver tres facilement les sous-groupes distingués d’un groupe a
partir de sa table de caractéres, mais également les relations d’inclusion entre ces sous-groupes... Par

exemple, avec la table des caracteres de &4 :

Ci Cs Cs Ca cs
Sy 1 6 3 8 6

e (12) (12)(3 4) (123) (1234)
1 1 1 1 1 1

5 -1
0 -1 0

wo|o[2] [2]

X3
Ya 1 1 0 1
X5 1 1 0 1
On retrouve donc que le sous-groupe K = {e, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} est distingué dans &4

car on a
K =K,, = Kerps

mais également que le sous-groupe 24 est distingué dans &4 car on a

Ay = Ky, = Kerps

De plus, on remarque que Kerps C Kerp,.







