Déterminant. Exemples et applications.

Mohamed NASSIRI

Le déterminant est une caractérisation simple de la liberté algébrique d’une famille de vecteurs. En
plus d’étre 'unique forme alternée sur R, on a une formule explicite pour le déterminant avec une somme
portant sur o € S,,.

Meéme si cette formule nous permet de démontrer que det(AB) = det(BA) ou encore det(*A) = det(A),
elle n’est pas "top" dans la pratique. En effet, pour calculer un déterminant de taille 5 x 5, on aura
|S5| = 120 termes dans la somme ... Heureusement, on a une autre formule qui fait intervenir les cofacteurs
de la matrices.

Tout en restant dans le calcul explicite de déterminant, on peut citer deux déterminants remarquables :
le détermimant de Vandermonde et le déterminant circulant. Ce dernier joue un roéle important dans le
développement "Suite de polygones".

Les applications sont variées : résolution des systémes de Cramer, calcul de volumes dans R", calcul
de distances dans R™ avec les matrices de Gram, changement de variables en calcul intégral, etc.
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Développements
Suite de polygones
Différentielle du déterminant

ail a2

Dans toute la legon, K est un corps commutatif Exemple 2 " .
21 Q22

=aila — aiqa
et on note A = (a;;) = (c1, ..., ) € My (K) 11022 12021

Remarque 3 Pour le développement des détermi-
1 Définitions et premiéres PYO- nants d’ordre 3, on a la régle de Sarrus.
priétés
1.2 Une formule explicite [GRI]
1.1 Une définition par récurrence p.113 — p.115
[GRI] p.103-104

Définition 1 Soit A = (a;;) € My (K). On défi-
nit, par récurrence, une application det : M, (K) — det(A) = Z €(0) Ao (1)1 Ao (n)n
K de la maniére suivante : 0ES,

o Sin=1, (i.e.) A= (a), on pose det(A) = a;

e Sin > 1, notons A;j la matrice obtenue en sup-
primant la 1°™° ligne et la 7™° colonne, on pose

Proposition 4 Soit A = (a;;) € M, (K). Alors

Exemple 5 Pourn =3, onaS; = {0, = Id,00 =
(1 2 3),0’3 = (1 3 2),7’1 = (2 3)77'2 == (1 3),7‘3 ==

alors (puisque Ay; € Myy_1(K)) : (12)} avec e(o;) =1 et e(r;) =—1 (1=1,2,3).
det(A) = arydet(Asr) + ... + (=1)*aypdet(Arr) det(A) = Z €(0)ao(1)100(2)200(3)3
+ (_1)n+1a1ndet(Aln) 7ESs

= 111022033 + 021032013

Le scalaire det(A) est dit déterminant de A et on 4 431019093 — G11032093

note
— 31G022G13 — 021012033
a ...oa a ...oa
" tn d M m Théoréme 6 Soit A = (a;j) € M, (K). Alors
: = det .
Anl  --- Qpn Gnl ... Gnn det(*A) = det(A)



1.3 Forme linéaire alternée [GRI]
p.105 — p.115

Théoréme 7 1) Le déterminant est une applica-
tion liniéaire par rapport a colonne.

2) Si deux colonnes sont égales, le déterminant est
nul.

Corollaire 8 1) Si l'on échange entre elles deux
colonnes, le déterminant change de signe.

2) Le déterminant ne change pas si & une colonne,
on ajoute une combinaison linéaire des autres co-
lonnes.

Proposition 9 Soit 0 € S,, et A = (cq, ...
M (K). Alors

,Cn) €

det(Co(1), s Co(n))€(o)det(ct, ..y Cn)
Exemple 10
000 10
1 0 0 0O
0000 1|=€(142)(35)=-1
01 00O
001 00

Théoréme 11 Soit A = (c1,...,cn) € My(K).
Alors les vecteurs cq, ..., ¢, forment une base de K™
si et seulement si det(A) #£ 0

Corollaire 12 Regle de "dualité” :

On a montré plus haut que det(*A) = det(A), donc
toutes les propriétés du déterminant relatives aux
colonnes peuvent étre affirmées pour les lignes.

2 Calcul des déterminants

2.1 Cofacteurs et mineurs

Définition 13 On appelle cofacteur de [’élément
ai; le scalaire

cof(a;;) :== (=1)"Idet(A;;)

ot A la matrice obtenue en supprimant la i*™°
ligne et la 7™ colonne. [GRI] p.115

Exemple 14
1 0 =3 i 9
A=12 4 =2 ,cof(l):—&—_1 3 =10
5 -1 3
[GRI] p.115

Théoréme 15 Développement du déterminant
selon la j**™¢ ligne :

det(A) = ajlcof(aﬂ) =+ ...+ aanOf(aj")
Développement du déterminant

selon la jieme

colonne :

det(A) = ayjcof(ar;) + ... + anjcof (an;)
[GRI] p.116

Définition 16 On appelle mineur d’ordre r de
A e M, (K) le déterminant d’une matrice extraite
de A obtenue en choisissant r lignes et r colonnes.
[GRI] p.123

Exemple 17 Par exemple, en choisissant la ligne
2 et 8 et la colonne 2 et 4 de la matrice, on obtient
le mineur § comme suit :

1 2 7 3
A=10 5 ,5:E’ 2‘214
2 (4] 3 [d]
[GRI] p.123
Théoréme 18 Soit A = (c1,...,¢n) € My(K).

Alors

— 14l existe un mineur d’ordre

l
rg(A) = < n T NON NU

—  tous les mineurs d’ordre

s > r sont nuls

[GRI] p.127

Définition 19 V& € {1,..,n}, on définit les
mineurs principaux d’ordre k comme étant les dé-
terminants det(My) = det(ai ;)1<ij<x). [GOUag]
p.136

Théoréme 20 Critére de Sylvester :

Soit M = (a;,j)1<ij<n € Mp(R) une matrice symé-
trique. Alors

M est définie positive si et seulement si Vk €
{1,...n}, detMj, > 0. [GOUag] p.243-244

Application 21 A = (ﬁ)lgi,jgn est symé-
trique définie positive. [GOUag] p.245

2.2 Produits et inverse de matrices
[GRI] p.119 — p.122

Théoréme 22 Soient A, B € M, (K). Alors
det(AB) = det AdetB

Corollaire 23 A € M, (K) est inversible si et
seulement si det # 0 et l'on a alors

1

det(47") = detA

Corollaire 24 Si A et A’ sont deur matrices sem-
blables, alors detA = detA’

Définition 25 On appelle polynome caractérique
de A, le polynome xp(X) = det(X1 — M).




Remarque 26 Le déterminant étant défini pour
les matrices a coefficients dans K et K[X] étant
integre, on peut définir det(A— X1,,) au passant au
corps des fractions de K[X].

Proposition 27 Soient A, B € M,,(K). Alors

XAB = XBA

Proposition 28 Soient A,B € M, (R). Alors A
et B sont semblables sur R si et seulement si elles
sont semblables sur C.

Définition 29 On appelle comatrice de A la ma-
trice obtenue de A en remplacant chaque élément
par son cofacteur et elle est noté com(A)

Théoréme 30 Soit A € M, (K), on a alors
Atcom(A) =" com(A)A = (detA)I,

En particulier, si A est inversible, on a :

t

_ 1
A7l = ot com(A)

Exemple 31 Si A= a a12>7 avec a11G2 —

a1 Aa22
—azi
ail

aisasy # 0, on retrouve :
[GOUag]

A—l — 1 < a22

a11a22 — a12a21 \ 412

2.3 Exemples classiques
p.137 & p.178-179

Proposition 32 Déterminant de Vandermonde :
Soit (x;)i=1..n € K". Alors

1 x ... x?_l
1 oz ... ap !
= JI @ -
1<i<j<n
1 z, ... xﬁ’l

Application 33 Soient aq,...a, n éléments dis-
tincts de R, et soient by, ...b, n éléments de R. Alors
il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou
égal an —1 tel que

Ce polynome s’appelle le polynéme interpolateur de

Lagrange relatif a la donnée ay,...a, et by,...b,. De
plus, il a pour expression

Proposition 34 Déterminant circulant :
Soit (ai)izlmn eCn

ap a2 G,
an a =
=11 P
k=0
az as ... I

. . b1 . o
ow P =%, japX et w une racine primitive
n-téme de l’'unité.

Application 35 & Suite de polygones #

Soit Z = (z1,...,2n) € C" une suite d’affives du
plan compleze.

En notant, Z = (2k1, ..., 2kn), on définit par ré-
currence

ZQ =7 et
21+ 2,2 Zkn—1 1 2kn Zkn + 2k1
2 B 2 ’ 2 )
Alors la suite (Zx)ken converge vers l'isobarycentre
des affizes z1, ..., zp.

Zy1 = (

2.4 Matrices par blocs |[GRI] p.134
~ p.138

Proposition 36

A| B

avec A € My(K) et A e M,,_(K).

Application 37 Soient M la matrice d’un endor-
morphisme u d’un K-e.v. E et F un sous-espace
stable de u. Alors Xu , = Xu-

3 Reégularité et topologie

3.1 Un peu de topologie dans M, (R)

Proposition 38 L’application déterminant est

continue sur M, (K).

Proposition 39 L’ensemble des matrices GL,, (K)
est un ouvert de M, (K), dense dans M, (K)

Proposition 40 SL,,(K) = {M € M, (K) | detM =}
1} est un fermé de M, (K).

Proposition 41 GL,(C), SU(n) et U(n) sont
connezres par arcs.

Proposition 42 Soit1 < r < n. L’ensemble {M €
My (K) | rgM <71} est un fermé de M, (K)

Corollaire 43 {M € M, (K) | rgM =r} ={M €
M (K) | rgM <1}



3.2 Plus de régularité [ROU]- p.74-
75

Proposition 44 & Différentielle du déterminant
[ )

L’application déterminant est de classe C1 (méme
C™®) sur M,(R) et VX, M € M,(R), on a :

Ddet(X)(H) = tr( tcom(X)H)

4 Applications

4.1 Systéme de Cramer [GRI] p.142-
143

Définition 45 On appelle systéme de Cramer un
systéme linéaire dont la matrice est carrée et inver-
sible.

Théoréme 46 Théoréme de Cramer :
Un systéme de Cramer :

ai1Ty1 + ... + a1y, = b1

Ap1T1 + . + Qpn Ty, = by,

(avec A = (aij) = (c1,...,c,) et detA #0)
admet toujours une et une seule solution Vb =
(b1, ..., by) donnée par les formules de Cramer :

_ det(ci, ..oy Cim1, b, Cit1, vy Cn)
det A

T

4.2 Volumes [GRI] p.128 — p.131

Théoréme 47 Soit A(u,v) laire du parallélo-
gramme engendré par u et v. Alors

A(u,v) = |det(u,v)|

Théoréme 48 Soit Vol(vy, ..., vy) le volume du pa-
rallélogramme engendré par vy, ..., v,. Alors

Vol(vy, ..., v,) = |det(vy, ..., vp)]

Proposition 49 Soient M la matrice d’un endor-
morphisme v d’'un K-e.v. E et {vy,...,v,} un sys-
teme de n vecteurs. Alors

det(f(v1), ..., f(vn))

detf := detM =
etf ¢ det(vy, ..., v5)

4.3 Matrices de Gram [GRI] p.258 &
p.266

Définition 50 Soit (E,(.,.)) un espace euclidien
et {v1,...,v,} une famille ordonnée de vecteurs de
E. On appelle matrice de Gram associé la famille
(v1,...,Up), la matrice

(v1,v1) (v1,vp)

Gram(vy, ..., vp) =

(vp, Up)
1 Up)).-

Théoréme 51 Soient {vy,...,v,} une famille libre
de E, F = Vect{vy,...,v,} et x € E. Alors,

<Up7 U1>

On note G(v1, ..., vp) = det(Gram(vy, ...

G(z,v1, ..., 0p)
2 ) ) » Vp
d(z, )" = G(v1,...,vp)

4.4 Changement de variables en ana-
lyse [GOUal] p.334-335

Théoréme 52 (Admis) Theéoréme de
changement de variables :

Soient U un ensemble mesurable compact de R™, et
[e]

[e]
o un Cl-difféormorphisme de U sur o(U), tel que
@ et son jacobien J(p) se prolonge contindment sur
U. Alors V.= p(U) un compact mesurable et pour
toute fonction continue f: V — R, on a

/ f(v)dv = / F ()T (9) ()| du
%4 U

Corollaire 53 Passage en coordonnées polaires :
Dans R?, on désigne par (r,0) € RT x [0,27] les
coordoonées polaires et (x,y) = (rcosh,rsind) les
coordonées cartésiennes.

Soit D (resp. A) un compact de R? représenté
en coordonées cartésiennes (resp. coordoonées po-
laires). Alors,

/Df(ac,y)dncdyz//A f(rcosf, rsind))rdrdro

Application 54 Calcul de lintégrale de Gauss :

+o0 5
/ eV dr =1

— 00



Questions

Exercice : Donner le lien entre P(X) = Z?;Ol a; X" € R[X] et xp(X) = det(XI — M) avec

0 0 0 —ag
1 0 0 —a1
0 1 0
M =
0 0 0
: 0
0 0 0 1 —an_1
Solution :
X 0 0 (o))
-1 X 0 a1
0 -1 0
xm(X) =det(XI — M) =
0 0 0
: : - X :
0 0 ... 0 —1 X—+an,
en faisant Ly < L1 + XLo 4+ X?Lg+ ...+ X" 'L,
0 0 ... ... 0 PX)
—1 X O ay
0 -1 0
1o 0 o o0
: : X :
0 0 ... 0 —1 X-+an
Developpement par rapport a la 1°° ligne
-1 X ... ... 0
0 -1 . 0
==D""PX)l g o -. . 0o|=PX)
: X
0 0 0 -1

:(_1)n—1

Exercice : Soit A € M,,(Z). Montrer que A est inversible dans M,,(Z) si et seulement si detA € {1}

Solution : On sait que pour tout A € M, (Z), on a
Afcom(A) =" com(A)A = (detA)I,

et par définition de la comatrice, si A € M,,(Z), alors ‘com(A) € M,,(Z)

= : Supposons A inversible dans M,,(Z). Alors d’aprés le rappel, on a

1
Al = fcom(A
d_ = galond)
eEM,(Z) EM, (Z)



Pour que I’égalité soit donc vraie dans M,,(Z), nécessairement detA € {£1}.

< : Soit A € M, (Z) telle que detA € {£1}. Donc, en particulier detA # 0 et A est inversible dans
M, (Q). Alors, on a I'égalité (dans M,,(Q) a priori) :

_ 1
AT = Gora Lom(4)
_11 EMn(2)

Par suite, A= € M,,(Z) donc A inversible dans M,,(Z).

Exercice : Montrer que, pour 1 <r <n, {M € M,(K) | rgM < r} est un fermé.
En déduire que {M € M,(K) | rgM =r} = {M € M,(K) | rgM <r}

Solution : Soit 1 < r < n.

- Montrons que R, :={M € M, (K) | rgM < r} est un fermé.

Une matrice M € R, vérifie que toutes ses matrices extraites de taille s > r ont un déterminant nul.
Soient My, ..., M, sont les susdites matrices extraites de M. Alors,

R, & ﬂ{M € M, (K) | detM; = 0} = ﬂ 7o)

oules f; : M,(K) —» K, M +— detM; sont continues. Donc R,  est une intersection de fermés (comme
image réciproque du fermé {0} par les applications continues f;).

Soit R, :={M € M, (K) | rgM = r}. Comme R, C R, et que R, est fermé, on a

R.CR, =R,

- Montrons I'inclusion réciproque R, C R, :
Soit A € R . Alors, en notant rgA =1’ < r, il existe P,Q € GL,(K) telles que

I, 0
a-r( % 0)e

En posant, pour tout k£ € N,

I 0 0
Ay=P| 0 1L 0 |Q
0 0 0

On a donc que (Ay) est une suite de R, qui tend vers A et donc A € R,.

Conclusion : R, = {M € M,(K) | t1gM =r} ={M € M,(K) | 1gM <r} =R,

Exercice : Montrer ’équivalence suivante : Soient A, B € M,,(R). Alors A et B sont semblables sur R
si et seulement si elles sont semblables sur C.

Solution : = : Evident.
< : Soit A, B € M, (R). Alors il existe P € GL,(C) telle que AP = PB.
Décomposons P = C' +iD avec C, D € M, (R). D’ou

A(C +iD) = (C +iD)B

AC =CB (L)
AD = DB (L)



On cherche donc A € R tel que A(C+AD) = (C+AD)B (on obtient cette égalité en faisant (L1)+ A(L2))
et C + AD inversible.

Soit x(X) = det(C + XD) € C[X]. On sait que x(i) # 0, donc la fonction polynomiale P n’est pas
identiquement nulle sur C (et a fortiori sur R) et donc il existe A € R tel que x(A) # 0 (i.e.) C + AD
est inversible et vérifie A(C' + AD) = (C + AD)B. Donc A et B sont semblables sur R.

Exercice : Soit (a;);=1.., € C". Calculer le déterminant de la matrice

al as e Qp,
an ai cee Op—1
A =
as as ... X1
Solution : Considérons la matrice
0 1 0
J =
0 o1
1 0 ... 0

On a donc A = > | a;J*"!. Par conséquent, pour tout @ € C[X]\{0} et deg@ < n, on a Q(J) # 0.
Donc le polyndme minimal de J vérifie degll; > n, or J* — I =0, donc IT; = X™ — 1. Et comme I ;|x s
2im

avec degxs =n, on a donc x (X) = (—-1)"X" —1=(-1)" Z;é(X —wh)ottw=re"".
J est donc diagonalisable, et il existe ainsi @ € GL,,(C) telle que :

1

QIQ! =

On en déduit donc que

QAQ™' =QP(J))Q™'=PQJIQ™") =
P(w™ 1)

Donc detA = P(1)P(w)...P(w" ) = [T} Zs P(w")



