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Résumé :

Ce développement illustre une méthode de résolution des équations différentielles par les fonctions dévelop-
pables en série entière. De plus, par l’utilisation du wronskien, on aura une jolie égalité entre une série entière
et une intégrale à paramètre.

Prérequis :

Equations différentielles - Wronskien - Séries entières - Intégrales à paramètres - Théorème de dérivation
sous le signe intégral

Théorème : On considère l’équation différentielle (dite de Bessel) suivante :

xy′′ + y′ + xy = 0 (E)

(i) Alors il existe une unique solution f0 développable en série entière telle que f0(0) = 1. Elle est
définie sur R par :

f0(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n

(ii) Soit g une solution de (E) sur l’intervalle ]0, a[, avec a > 0. Alors

((g, f0) est libre) ⇔ (f n’est pas bornée au voisinage de 0)

(iii) On en déduit donc que, pour tout x ∈ R,

1

π

∫ π

0

cos(xsinθ)dθ =

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n
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Démonstration.
(i) Analyse : Soit f une solution de (E) développable en série entière au voisinage de 0. Ainsi, il existe une
suite de réels (an)n∈N et R > 0 tels que, pour tout x ∈]−R,R[,

f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n

On a alors, pour tout x ∈]−R,R[,

xf(x) =

+∞∑
n=0

anx
n+1 =

+∞∑
n=1

an−1x
n

f ′(x) =

+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n

xf ′′(x) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−1 =

+∞∑
n=1

(n+ 1)nan+1x
n =

+∞∑
n=0

(n+ 1)nan+1x
n

Par suite,

0 = xf(x) + f ′(x) + xf ′′(x) =

+∞∑
n=1

an−1x
n +

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n +

+∞∑
n=0

(n+ 1)nan+1x
n

=

+∞∑
n=1

an−1x
n +

+∞∑
n=0

(n+ 1)2an+1x
n

= a1 +

+∞∑
n=1

(
(n+ 1)2an+1 + an−1

)
xn

Par unicité du développement en série entière, on a nécessairement{
a1 = 0

(n+ 1)2an+1 = −an−1, ∀n ∈ N∗

On en déduit donc que pour tout n ∈ N,{
a2n+1 = 0

a2n = (−1)na0
(2n)2(2n−2)2...22 = (−1)na0

4n(n!)2

Ainsi, pour tout x ∈]−R,R[, on a

f(x) = a0

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n

Synthèse : On pose

a0

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n

La série a un rayon de convergence infini. En effet, en utilisant la règle de d’Alembert sur la série numérique∑+∞
n=0 an (pour x 6= 0) avec an = (−1)nx2n

4n(n!)2 , on a

an+1

an
=

(−1)n+1x2(n+1)

4n+1(n+ 1!)2
× 4n(n!)2

(−1)nx2n
= − −x2

4(n+ 1)2
−−−−−→
n→+∞

0
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La série entière définit donc une fonction f développable en série entière dont les coefficients vérifient les
conditions précédentes. f est donc solution de (E).

De plus, comme f(0) = a0, il existe une unique solution f0 développable en série entière telle que f0(0) = 1.
Elle est définie sur R par :

f0(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n

(ii)⇐ : La fonction f0 est continue sur R donc bornée au voisinage de 0. Nécessairement, si la famille (g, f0)
est liée, alors g est bornée au voisinage de 0.

⇒ : Supposons que la famille (g, f0) est libre. Sur ]0, a[, l’ensemble des solutions de l’équation différen-
tielle (E), que l’on peut réécrire

y′′ +
1

x
y′ + y = 0

est un espace vectoriel de dimension 2 donc (g, f0) est une base.
Considérons le wronskien W de la famille (g, f0) (i.e.) pour tout x ∈]0, a[,

W (x) =

∣∣∣∣g(x) f0(x)
g′(x) f ′0(x)

∣∣∣∣ = g(x)f ′0(x)− g′(x)f0(x)

D’où

W ′(x) = g′(x)f ′0(x) + g(x)f ′′0 (x)− g′′(x)f0(x)− g′(x)f ′0(x)
= g(x)f ′′0 (x)− g′′(x)f0(x)

= g(x)

(
− 1

x
f ′0(x)− f0(x)

)
−
(
− 1

x
g′(x)− g(x)

)
f0(x)

= − 1

x
W (x)

Par conséquent, il existe une constante C ∈ R telle que, pour tout x ∈]0, a[,

W (x) = Ce−lnx =
C

x

et C 6= 0 puisque la famille (g, f0) est libre. Par suite, on a, pour tout x ∈]0, a[,

g(x)f ′0(x)− g′(x)f0(x) =
C

x

Supposons que g soit bornée au voisinage de 0. Comme lim
x→0

f0(x) = 1 et lim
x→0

f ′0(x) = 0, alors on a

g′(x) ∼
x→0
−C
x

Soit b ∈]0, a[. La fonction g′ garde un signe constant sur ]0, b] et n’est pas intégrable sur ]0, b]. On en déduit,
par le théorème d’intégration des relations de comparaison,

g(x)− g(b) =
∫ x

b

g′(t)dt ∼
x→0
−C

∫ x

b

1

t
dt− C(lnx− lnb)

Par suite, g(x) ∼
x→0

−Clnx, puis lim
x→0

g(x) = +∞. Ce qui est absurde (puisque g est supposée bornée au
voisinage de 0).
D’où le résultat.
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(iii) La fonction (x, θ) ∈ R2 → 1
π cos(xsinθ) est de classe C∞. On en déduit donc la fonction g : x →

1
π

∫ π
0
cos(xsinθ)dθ est de classe C∞ sur R. En appliquant le théorème de dérivation sous le signe intégrale,

on a, pour tout x ∈ R,

g′(x) = − 1

π

∫ π

0

sin(xsinθ)sinθdθ

g′′(x) =
1

π

∫ π

0

cos(xsinθ)sin2θdθ

Ainsi, on a donc

xg(x) + g′(x) + xg′′(x) =
1

π

∫ π

0

(
xcos(xsinθ)cos2θ − sin(xsinθ)sinθ

)
dθ

=
1

π
[sin(xsinθ)cosθ]

π
0 = 0

Donc g est solution de (E).
De plus, g est bornée sur R, donc d’après (ii), la famille (g, f0) est liée sur ]0,+∞[, donc sur R+ par
continuité. En remarquant que f0(0) = g(0) = 1 (la constante λ qui vérifie f0(x) = λg(x), pour tout x ∈ R+,
vaut donc 1) et que les fonctions g et f0 sont paires (ce qui nous donne l’égalité sur R tout entier), on a donc
bien, pour tout x ∈ R,

1

π

∫ π

0

cos(xsinθ)dθ =

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n

Remarques :

• Pendule de Bessel :
Cette équation de la physique intervient dans le pendule de Bessel : il s’agit d’un pendule simple
oscillant dont on suppose que la longueur du fil peut varier. L’angle vérifie une équation différentielle
de Bessel.

• Fonctions de Bessel :

• Equivalents d’intégrales : GOU p159
Théorème :

Démonstration :

�
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