Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

Mohamed NASSIRI

Le point de départ de notre affaire est la décomposition d’'un espace E en somme de sous-espaces
stables E; sur lesquels un endomorphisme considéré u est "plus simple". En particulier, si les u|g, sont
des homothéties, u est diagonalisable.

L’avantage de la dimension finie est la description matricielle d’un endomorphisme (via le choix d’une
base). Diagonaliser un endomorphsime, ¢’est donc diagonaliser sa matrice.

La condition d’étre une homothétie peut paraitre trés restrictive, voire utopique mais la densité des
matrices diagonalisables D,,(C) dans M,,(C) et la décomposition de Dunford de n’importe quelle matrice
M de M, (C) sous la forme M = D + N avec D € M, (C) diagonalisable et N € M,,(C) nilpotente
(vérifiant en outre DN = N D), nous montre que 1’étude des endomorphismes diagonalisables n’est pas

superflue.

Deux outils vont étre importants : le polynéme caractéristique et le polynéme minimal. Des conditions
simples sur ces polyndémes vont nous donner des critéres de diagonalisation, et le célébre théoréme de
Cayley-Hamilton nous donne une relation de divisibilité entre ces deux polyndmes.
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Développements
M est diagonalisable < eM est diagonalisable
Théoréme des polynémes annulateurs et Décomposition de Dunford

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n
sur un corps K. On note Endg(E) I'ensemble des
endomorphismes de F sur le corps K.

0 Résultats préliminaires

0.1 Eléments propres [GRI| p.155-
156, 163-164

Définition 1 Soit f € Endg(FE). Un vecteur v €
E\{0} est dit vecteur propre de f s’il existe A\ € K
tel que f(v) = M.

Le scalaire X est dit valeur propre correspondante &
.

Exemple 2 Soit k € K, et hy, ’homothétie de rap-
port k. Tout vecteur non nul de E est vecteur propre
correspondant a la valeur propre k.

Exemple 3 Soit rop la rotation de centre 0 et
d’angle 0 # kn (k € Z). Dans ce cas, il n’y a pas de
vecteurs propres et donc pas de valeurs propres.

Définition 4 Soit A € K. On note
Ex:={veE| f(v)=X v}

E) est un sous-espace wvectoriel de FE dit

espace vectoriel correspondant a A.

Proposition 5 Soient A1, ..., A, des scalaires deux
a deux distincts. Alors les espaces Ey,, ..., Ey, sont
en somme directe.

0.2 Polyndme d’endomorphismes,
polynéme minimal [AUL] p.86

Proposition-Définition 6 Soit f € Endg(E).
L’application
¢5  K[X] — Endg(FE)
P(X) =Y a X' P(f)=> af
est un morphisme de K-algébres.

Le générateur wunitaire de son mnoyau s’appelle
polynome minimal de f, et on le note w¢(X).

Définition 7 Soit f € Endg(FE). Un polynome
Q(X) € K[X] est dit annulateur de f si Q(f) = 0.

Théoréme 8 Toute valeur propre est racine d’un
polynome annulateur.



Proposition 9 Lemme des noyaux

Soit f € Endg(F) et Q(X) = Q1(X)...Qp(X) un
polynéme factorisé en produit de polynomes deux a
deuz premiers entre euz.

Si Q(f) =0, alors

E =KerQ:i(f) @ ... ©® KerQ,(f)

[GRI] p.179-180

0.3 Polynéme caractéristique [GRI]
p.157-158, 176 — 178

Définition 10 Soit f € Endg(E). On appelle
polynéme caractéristique de f, le polynome

Xf(X) :=det(f — Xid)

Exemple 11 Soit f : R?2 = R?, I’endomorphisme
qui, dans la base canonique, est représenté par la

matrice :
1 2
= (4 d)
On a
. 1-X 2
Xf(X) = det(led)‘ 1 4—X‘
= (X -2)(X -3)

Théoréme 12 Théoréeme de Cayley-Hamilton
Soit f € Endg(E). Alors x¢(f) = 0.

Corollaire 13 Soit f € Endg(E). Alors wp(X)
divise x¢(X).

1 Diagonalisation
1.1 Critére de diagonalisation [GRI]
p.153 — 183

Définition 14 On dira que f € Endk(E) est dia-
gonalisable s’il existe une base (e;) telle que

aill 0 0
M(f)e, = 0 ?22
0 ... 0 ann

Théoréme 15 (I) f € Endg(E) est diagonali-
sable si et seulement s’il existe une base de E formée
de vecteurs propres.

Théoréme 16 (II) Soient f € Endgx(E) et
A1y .y Ap les valeurs propres de f. Alors les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable.

(ii) E=FE\, & ... @E)\p,

(iii) dimE = dimEy, + ... + dimFE)

Corollaire 17 Si f admet n valeurs propres deux a
deux distinctes, alors f est diagonalisable.

Proposition 18 Soient f € Endg (E) et A une va-
leur propre d’ordre o de f. Alors dimFE) < «

Théoréme 19 (III) Soit f € Endg(E). Alors f
est diagonalisable si et seulement si :
(1) x¢(X) est scindé dans K (i.e.)

Xp(X) = (=1)"(X = AT (X = Ap)

avec Ai, .., \p €K, et a1 +...+ap=n
(ii) Les dimensions des espaces propres sont mazi-
males (i.e.) Vi € {1,...,n}, dimE), = o;

2 0 4
Exemple 20 ¢ A= |3 —4 12| est diagonali-
1 -2 5
sable.
-1 1 1
e A=1 -1 1 est diagonalisable.
1 1 -1
-4 0 -2
e A= 0 1 0 | nestpas diagonalisable.

Proposition 21 Soient f € Endg(E) et x5(X) =
(—1)™(X = A)* .. (X — Ap)® son polynéme carac-
téristique. Alors, si [ est diagonalisable, Q(X) =
(X = A1) ..(X = Ap) annule f.

Théoréme 22 (IV) f € Endg(E) est diagonali-
sable si et seulement s’il existe un polynéme annula-
teur de f, scindé et n’ayant que des racines simples.

Théoréme 23 (V) f € Endg(E) est diagonali-
sable si et seulement si son polynéome minimal est
scindé et a racines simples.

-1 1 1
Exemple 24 ¢ A = 1 -1 1 est diago-
1 1 -1
nalisable.
3 2 -2
e A=|—-1 0 1 | nestpas diagonalisable.
1 1 0

1.2 Diagonalisation simultanée

[GOUal] p.166 — 173

Proposition 25 Soient f,g € Endg(FE) tels que
fog=gof. Alors

(i) Tout sous-espace propre de f est stable par g (en
particulier Kerf ).

(i) Tmf est stable par g.

Théoréme 26 Diagonalisation simultanée

Soient f,g € Endk(F) diagonalisables et tels que
fog=go f. Alors il existe une base commune de
diagonalisation de f et g.

On dit alors que f et g sont codiagonalisables.




Corollaire 27 Soit (f;)ic1 une famille d’endomor-
phismes de E diagonalisables et commutant deux a
deuzx. Alors il existe une base commune de diagona-
lisation a tous les f;.

Application 28 Lemme de Schur

Soit E un C-e.v. de dimension finie. Soit Q C
Endc(E) idrréductible (c’est-a-dire que les seuls
sous-espaces de E stables par tous les éléments de Q)
sont {0} et E). Alors les seuls éléments commutant
avec tous les éléments de ) sont les homothéties.

Remarque 29 Si E est un R-e.v. de dimension fi-
nie, le résultat est faux!

Cependant, si dimE est impair, le résultat reste
vrazt.

1.3 Décomposition de  Dunford

[GOUal] p.192-193

Théoréme 30 & Théoréeme des polyndomes
annulateurs ®

Soit f € L(E) et F € K[X] tel que F(f) = 0.
Soit F = M7 ... M%< la décomposition de Dunford
en facteurs irréductibles de K[X] du polynome F.
Pour tout i, on note N; = KerM;'(f). On a alors
E=N,@E..P N; et pour tout i, la projection sur
N; parallélement a @j# N; est un polynome en f.

Théoréme 31 & Décomposition de Dunford #
Soit f € L(E) tel que son polynoéme caractéristique
xf soit scindé sur K. Alors, il existe un unique
couple (d,n) d’endomorphismes tel que :

(@) d est diagonalisable, n est nilpotente.

(i) f=n+detdon=nod.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

Proposition 32 Soient A € M, (C) tel que son
polynéme minimal 74 soit scindé et A= D + N la
décomposition de Duford dans C de A. On considére
lapplication

va =1[4,]: Mu(C)—> M,(C)

M— AM — MA

(i) Alors oo = op + @n est la décomposition de
Duford de 4.

(ii) (A est diagonalisable) < (pa est diagonali-
sable).

1.4 Endomorphismes autoadjoints et
normaux [GRI|] p.252 — 254,
p.286-287

Définition 33 Un endomorphisme f d’un espace
euclidien est dit autoadjoint si

(f(@),y) = (z, f(y)) Yo,y E

En d’autres termes, f est autoadjoint si f* = f.
Matriciellement, f est autoadjoint si et seulement si

la matrice qui le représente dans une base orthonor-
mée est symétrique.

Théoréme 34 Soit f un endomorphisme autoad-
joint d’un espace euclidien. Alors :

(i) f est diagonalisable.

(i) Les sous-espaces propres de [ sont deux & deux
orthogonaux.

Corollaire 35 Soit A € S,(R). Il existe alors P €
On(R) telle que la matrice A =t PAP soit diago-
nale.

Remarque 36 Les matrices symétriques com-
plezes (non réelles) ne sont pas nécessairement dia-
gonalisables (ni dans R, ni dans C). Par exemple,

A= <? 212> est symétrique et non diagonalisable.

Définition 37 Un endomorphisme [ d’un espace
hermitien est dit normal si

frof=fof”

Matriciellement, f est normal si et seulement si la
matrice A € M,,(C) qui le représente dans une base
orthonormée est normale (*tAA = A'A).

Exemple 38 En particulier sont normales, les ma-
trices (anti)symétriques réelles, hermitiennes, or-
thogonales et unitaires.

Théoréme 39 Soit f un endomorphisme normal
d’un espace hermitien. Alors :

(i) f est diagonalisable.

(ii) Les sous-espaces propres de f sont deux & deux
orthogonauz.

Corollaire 40 Soit A € M,,(C) normale. Il existe
alors U € U, telle que la matrice A’ =' UAU soit
diagonale (non nécessairement réelle).

2 Un peu de topologie
[H2G2t1] p.26 — 30

Théoréme 41 (i) GL,(C) est ouvert et dense
dans M, (C et conneze par arcs.

(ii) GL,(R) est ouvert et dense dans M, (R a deuz
composantes conneres :

GL!(R) = {M € M, (R | det(M) > 0}
GL, (R) ={M € M, (R | det(M) < 0}
Application 42 Soient A,B € M,(K (K=R ou

C). Alors, AB et BA ont le méme polynéme carac-
téristique.



Proposition 43 Soient D,,(C) ’ensemble des ma-
trices diagonalisables de taille n x n et M:8(C)
l’ensemble des matrices de taille n X n ayant n va-
leurs propres distinctes (matrices régulieres). Alors,
MEE(C) et, a fortiori, D,(C), sont denses dans
M, (C).

Remarque 44 On a une nouvelle démonstration

(et plus rapide) du théoréme de Cayley-Hamilton.

3 Applications

3.1 Résolution d’un systéme de

suites récurrentes [GRI| p.169

Exemple 45 L’expression des suites (u,) et (vy)

vérifiant
{Un+1 = Uy — Up, {u0:2
avec
Upt1 = 2Uy + 4v, vg =1
Up = 5.2" — 3.3"
vy, = —5.2" +6.3"
3.2 Systéme différentiel [GRI] p.170-
171

Exemple 46 Le systéme différentiel suivant

lr _
T =2z +4y

est

a pour solution

t) = 2t 3t
{:c( ) = Cre™ + Cae avec C1,Cy € R

y(t) = —Cre?* — 205e3!

3.3 Exponentielle de matrices

[ML3al] p.349-350

Définition 47 L’application exponentielle matri-
cielle exp M, (K) — M, (K) est définie,
pour tout M € M, (K), par la série convergente
exp(M) = 32,2 i M*.

Proposition 48 1) L’applicationexp : M, (K) —
M, (K) est continue.

2) Soient M, N € M, (K) telles que MN = NM,
alors exp(M + N) = exp(M)exp(N)

3) Pour tout M € M, (K), exp(M) € GL,(K) et
(exp(M)) " = exp(—M).

Proposition 49 Décompositions de Duford :

Si M = D+ N est la décomposition de Duford ad-
ditive dans C de M € M,,(C), alors

(i) exp(M) = exp(D)exp(N) est la décomposition
de Duford multiplicative de exp(M),

(i) exp(M) = exp(D) + exp(D)(exp(N) — I,) est
la décomposition de Duford additive de exp(M).

Proposition 50 & Soit M € M, (K).
(i) M est diagonalisable < eM est diagonalisable.
(ii) eM =1, < sp(M) C 2inZ. &



Questions

Exercice : Soient A € M,,(C) tel que son polyndéme minimal 74 soit scindé et A = D + N la décompo-
sition de Duford dans C de A. On considére I’application

wa =1[4,]: Mp(C) = M,(C)
Mw— AM — MA

1) Montrer que ¢4 = ¢pp + ¢ est la décomposition de Duford de 4.
2) Montrer que (A est diagonalisable) < (¢4 est diagonalisable).

Solution : 1) e Montrons que ¢p o 9N =pN © @D :
Soit M € M,,(C),

op(on(M)) = op(NM — MN) = D(NM — MN) — (NM — MN)D
= DNM — DMN — NMD — MND or ND = DN
= NDM — DMN — NMD — MDN
= NDM — NMD — DMN — MDN
= N(DM — MD) — (DM — MD)N
=on(DM — MD)
= on(pp(M))

e Montrons que ¢p est diagonalisable :
Comme D est diagonalisable, alors 'application

Up : M,(C) = M,(C)
M — DM

est diagonalisable. En effet, pour P € C[X], P(Vp) = ¥p(p) car VM € M, (C),
Ui (M) = U5 (U p(M)) = VoY (DM) = V'S (Wp(DM)) = Vo3 (D?*M) = ... = D'M = Wi (M)

(et la linéarité de lapplication ¥p permet de conclure).

En particulier, pour P = 7p, on a 7(¥p) = ¥ (p) = 0. Ainsi, Up est annulé par 7p qui est scindé a
racines simples. Donc ¥ est diagonalisable.

De méme, ’application

v’y : My, (C) - M, (C)
M — MD

est diagonalisable. Par ailleurs, comme ¥p et ¥/, commutent, pop = Up — ¥/, est diagonalisable.

e Montrons que ¢ est nilpotente :
Comme N est nilpotente (d’indice de nilpotence k), alors 'application

Uy : M, (C) - M,(C)
M— NM

est nilpotente. En effet, comme précédemment, VM € M,,(C), Uk (M) = N* M =0.
=0
De méme, 'application
Uy + Myu(C) = M,(C)
M +— MN



est nilpotente. Par ailleurs, comme ¥y et U, commutent, o = U — U’y est nilpotente.
Conclusion : ¢4 = ¢p + ¢n est la décomposition de Duford de ¢ .
2) = : On a déja démontré ce sens dans le deuxiéme point de la question précédente.

<« : Soit A = D + N la décomposition de Duford dans C de A, donc ¢4 = ¢p + pn est la décom-
position de Duford de 4.
Ainsi, (p4 est diagonalisable) < ¢n = 0. Or

onN=0&VM e M,(C), NM=MN &3INcC, N=2AI
De plus, comme N est nilpotente, N = 0 et donc A = D est diagonalisable.

Remarque * : Montrons que VM € M, (C), NM = MN < 3IXeC, N=)XI
Le sens < est évident.

= : Soit X € C"\{0}, et M la matrice d’'un endomorphisme u telle que Keru = vect(X). Par conséquent,
MNX=NMX=0 = NX Cvect(X)
<~
=0

Ainsi, si N est la matrice d’'un endormorphisme v, on vient de montrer que v stabilise toute droite de
C™. Montrons donc que v est une homothétie (la matrice d’une homothétie est de la forme A\I, avec A € C).

Soit (e, ...,e,) une base de C™. Par hypothese, v(e;) = Ae; Vi € {1,...,n} (car v stabilise toute droite
de C™). 1 suffit donc de montrer que A\; = ... = \,,.
Vi€ {1,....,n}, Ju € C tel que

v(er +e;) = pler +e;) = per + pe;
|
v(er) +v(e;) = Aer + Aie;

Comme la famille (eq,e;) est libre Vi € {1,...,n}, on a donc Ay = pp = \; Vi € {1,...,n}. Par conséquent,
v est une homothétie.

Exercice : Soit M!8(C) l'ensemble des matrices de taille n X n ayant n valeurs propres distinctes
(matrices réguliéres).
Montrer que M:8(C) est dense dans M., (C).

Solution : Soit M € M,,(C). On peut donc trigonaliser M (C est algébriquement clos donc son polynéme
caractéristique & n racines). Par conséquent, il existe P € GL,,(C) telle que T = PMP~1, ou T est une
matrice triangulaire supérieure.

L’idée va étre de construire une suite de matrices de M:°8(C) qui converge vers T. Allons-y !
Notons A1, ..., A, les éléments diagonaux de T. Soit k € N, on pose

o0
Dk‘, = S, .
0 aP
telle que :

~al? =0, et
1 - )
-Vi>2, \agk)| <27ket A\ + agk) #{\ + agk), oy Aol F agli)l}.



Par conséquent, la suite (T + Dy)reny C M8(C) converge vers T. De plus, 'application A — P~1AP
étant continue, la suite (P~ (T+Dy) P)gen C M:8(C) converge vers P~'T P = M. Conclusion : M!®(C)
est dense dans M, (C).



