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TD2 — Dérivabilité des fonctions de plusieurs variables réelles

Exercice 1. Calculer la dérivée directionnelle de la fonction :

fla,y) = (x =1z -y,

au point (z,y) = (1, 1), le long la direction v = (%, ?)

Solution. D’apres la définition on a :

to . /By
va<1,1>=;%f“+za1+ /3y £(1,1)

~

Deés que :
t tV3, ts
1+-,14—) == - — —

la limite est simplement :

Cfa+da+ -0 1./ 1 VB
Hm ¢ 2 £ )=0.

Donc D, f(1,1) = 0.

Exercice 2. Calculer toutes les dérivées partielles de la fonction f: R3 +— R :

f(x,y,2) = xcos(xz) + In(2 — sin®(y + 2))

Solution.

2 _ 2sin(y+2) cos(y+=2)

2—sin?(y+2)

— sin(y+z) cos(y+z
@(%‘, Y Z) - 2—sin?(y+z)
of
0

~(z,y,2) = —x*sin(rz)

Exercice 3. Calculer le gradient de la fonction f: R? — R :

f(z,y,2) = Va2 +y? + 22

au point (2,2,2).

Solution. of
— x
(T y,2) = V2
of — y
@($>yaz)_ N
of

&(1”7 y? Z) = /1E2:y2+22
Le vecteur gradient au point (2,2,2) est donné par :
2 2 2 )

vf(2’2’2):(\/ﬁ’\/ﬁ’\/ﬁ




Exercice 4. Calculer la dérivée directionnelle de la fonction :
fz,y) = 327y — day,

).

9

0 0
87:'];(1, 2)’01 + 8'3];(1, 2)’02

N
S
N[

au point (z,y) = (1,2) le long la direction v = (
Vérifier 1’égalité :
Dy f(1,2) =V [f(1,2) v =

Solution. D’apres la définition on a :

83 9 _ 1y _
Dyf(L.2) = lim L0+ 2= 5) = /(1,2)

t—0 t
Deés que :
tf t 9. 9-v3, 1+43
,2——)=—=t t t—2
Fa+ 2) 8 + 2 + 2

la limite est simplement :

B (R S VA 2, 9- \f 1+4\/§ 1+4v3

lim = lim —ft =

t—0 t t—0 8 2 2 2

Le gradient de f est le vecteur :
Vf(z,y)= (Gyw — 4y, 32° — 4x).
Le gradient de f au point (1,2) est :
Vi(z,y) = (4, —1).

Finalement :

V3 1, 144V3
4 —1(-5) =

2 2 2
Exercice 5. Calculer d’apres la définition les dérivées partielles de la fonction :

fay) = { s (2y) £ (0,0)

0 sinon

au point (0,0). La fonction est-elle continue au point (0,0) ?

Solution. (04 1.0) — £(0.0) 00
. + o -0
0:1(0,0) = lim : = lim —— =0,
L £(0,0+ h) — £(0, 0)_ . 0-0
70,00 = iy h T

La fonction f admet dérivées partielles 9, f(0,0) = d, f(0,0) = 0. Cependant elle est pas continue
au point (0,0). Pour le montrer, on considere les restrictions de f le long les courbes y = z et

y =23

4 2 6
T T 3 x 1
f(xjx):$6+$2:x4 1 et f(x7x)_$6+x6:§
1
. - . 3y _ +
Cllcur%)f(m,:t)—o et im%f(x,:x)—2

Des que 0 # % la fonction n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 6. Calculer la dérivée de la fonction z : R — R, ou :

— 2(t) = f(z(t),y(t))



— f(a:, )= cos(z + 4y)
z(t) =
y(t) =
Solution. z(t
rule on a :

est dérivable car elle est composition de fonctions dérivables. D’apres la chain

21(t) = Op f( (), y(t))2/(t) + Oy f (x(t), y(1))y!(t) =
—sin(z(t) + 4y(t))20t3 + —4sin(z(t) + 4y(t)))( !

—2083 sin(5t* + 4) + t% sin(5t4

7) =

Exercice 7. Calculer la dérivée de la fonction w : R — R, ou :

— w(t) = fz(t), y(t), (1))

o f(xvyvz):xe;
— x(t) =12
—yt) =1

— 2(t)=1+2t

Solution. w(t) est dérivable car elle est composition de fonctions dérivables. D’apres la chain
rule on a :

wi(t) = 0x f(x(t),y(t), 2(t))/(t )+3 f(z(t), (t)72 £)yr(t) + 0. f(x(t),y(t), 2(t))2/(t) =
ez(t) 2t 4+ 04 ze= (_—y)2 =

2t€1+2t + (1+22tt2)

22
el+2t

Exercice 8. Calculer la jacobienne de la fonction f : R? — R? :

f(:an) = (fl(xay)7f2(x7y)) = (ZL‘COSy,ySiHIE)
au point (m, 5).

Solution. Comme n = 2 et p = 2 la jacobienne est une matrice 2 x 2, assemblée & partir de
toutes les dérivées partielles de toutes les composantes de f :

Of1 (o 3f1
Jf(%?/) = (anE 9) a}/ )

oz
cos —x sin
Jr(z,y) = ( Y : y)

ycosr  sinx

am =" )

Exercice 9. Calculer la jacobienne de la fonction f: R3? — R? :

f(z,y, z) = (zsin(xy), ze¥?)

au point (m,1,2).
Solution. La jacobienne est une matrice 2 x 3

Oh (1,y, 2)

Jr(x,y,2) = Oz
o= ()

Ha,y, 2) %Q(iv,y,Z))
0
2y.2) G2y, 2)

zycos(xy) zxcos(zy) sin(zy)
Jf(.%’ Y,z ) ( evz r2eY? J;yeyz

-2 27 0
Jf(ﬂ-)]wQ): ( 2 2 2)

V| Q
Q’\w%’\\

e 2mre® Twe



Exercice 10. Calculer la jacobienne de la fonction f : R3 s R3 :
flxy,2) = (@y + 2,22+ y,yz + x).

Solution. La jacobienne est une matrice 3 x 3 :

%(1‘,];,2) %?(xvyvz) %(m,y,z)
Jf(xayaz): %(x,y,z) %(l‘,y,Z) %(m,y,z)
05(5,y,2) W(e,y2) Poy.2)

y x 1

Je(z,y,2) =2 1 =

1 z vy



