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Chapitre | AL13

Dans tout ce qui suit :
e m, n, p et q désigneront des éléments de N*;
e F désignera un R—espace vectoriel de dimension finie
qui pourra &tre R”, R, [z] ou .}, 4(R).

1. Projecteurs

Définition 1| Projecteur

Soient F et Fy deux sous-espaces supplémentaires de E.
On appelle projecteur sur F; de direction F; |'application
p définie par :

E=F®F
U= u + us

p:

Théoréme 1| Caractére linéaire d’un projecteur
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On rappelle que si F; et Fy sont deux sous-espaces supplé-
mentaires de E, pour tout u € F, il existe un unique couple
(ul,u2) S F1 X F2 tel que u = U1 + Usg.
Fs
<<<<<< 2 U= Ul + u2
—
0
, A
Ul
Fy
<<<<<< 2 U= Ul + u2
—
0
. A
— F p(u) = up
— pu) =u
7
J

.p est un projecteur de E, -p est un endomorphisme de E.
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Théoréme 2| Caractérisation d’un projecteur

On suppose que p est un endomorphisme de E. Alors :  (p est un projecteur) < (pop=p).

Eléments de preuve:

Supposons que p soit un projecteur de F sur un sous-espace F) de direction F5, : montrons que pop = p, c'est
a dire que que 1 VYu € E, p(p(u)) = p(u).
En notant u = uy + ug ob (u1,us) € Fy X F; est I'unique décomposition de u sur Fy + F», on a :

Supposons que p soit un endomorphisme de E tel que pop = p : montrons qu'il existe deux sous-espaces sup-
plémentaires de E tels que p est le projecteur sur F; parallélement a F5.
Soit alors u € E. On remarque que u = (u —p(u)) + p(u) .

S~~~
€Im (u)

Méthode 1| Reconnaitre un projecteur

Pour montrer qu'un endomorphisme f de E est un projecteur, on doit donc établir que : Vu € E,  f(f (u)) = f (u).
On pourra adopter la rédaction suivante :

D’apreés la caractérisation des projecteurs, on sait que :
(f € L(F) est un projecteur) < (Vu€e E, f(f(u)) = f(u)

Orona: YuekFE, f(f(uw) =

Ainsi, f est bien un projecteur.
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Application 1| ret. 4717

Montrer que I'application linaire f:| R? — R? est un projecteur de R2.

r+y r+vy
—
(z,9) ( 53 )

Proposition 1| Eléments caractéristiques d’un projecteur

.p est un projecteurde F, [alors|p est le projecteur sur Im (p) de direction Ker (p) .
On dit aussi que Im (p) est |'ensemble des vecteurs invariants par p.

Eléments de preuve:
Le projecteur f sur Im (p) de direction Ker (p) est par définition :  f: | E=Im(p)® Ker(p) — FE

U =1uy + usg —  f(u) =wu
Montrons que f =, c'est a dire que :  Vu € E, p(u) = f(u).

Soit alors u € E = Im (p) ® Ker (p). Il existe donc un unique (u1,us2) € Im (p) x Ker (p) tel que u = uy + us.

Proposition 2| Image d’un projecteur

.p est un projecteurde F, [alors Im (p) = Ker (p —Idg)ou Idg: | E — E .

Eléments de preuve:

Application 2| rét. 1414

Soit v = (v1,v2,v3) € R3 un vecteur de R? vérifiant vy + vg + v3 = 1.
On considére 'application linéaire :

D R3 — R3
z=(z1,22,23) +— P(z)=x—(x1 +22+23)V

1. Démontrer que ® est un projecteur.

2. Déterminer les éléments caractéristiques de ®.
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2. Symeétrie

Définition 2| Symétrie

Soient I} et Fy deux sous-espaces supplémentaires de E.
On appelle symétrie par rapport a I de direction I,
I'application s définie par :

> U= Ul + U2

"

E=F&F, — F

p: R
U= Ui + U2 ? S(U’) =Uir —u2 s(u) =u1 — u2

Théoréeme 3| Caractére linéaire d’une symétrie

J
Théoréme 4| Caractérisation d’une symétrie
On suppose que s est un endomorphisme de E. Alors : (s est une symétrie) < (sos=1Idg).
Eléments de preuve:
Supposons que s soit une symétrie de E par rapport a un sous-espace F; de direction F; : montrons que s o
s=s, c'est a dire que que :  Vu € E, s(s(u)) = u.
Supposons que s soit un endomorphisme de FE tel que so s = Idg : montrons qu'il existe deux sous-espaces sup-
plémentaires de E tels que s est la symétrie par rapport & Iy parallélement a F5.
. 1 1
Soit alors u € E. On remarque que u = 5 (u+ s(u)) + 3 (u— s(u)).
J
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Méthode 2| Reconnaitre une symétrie

Pour montrer qu'un endomorphisme f de E est une symétrie, on doit donc établir que : Yu € E, f(f(u)) =u.
On pourra adopter la rédaction suivante :

D’apreés la caractérisation des projecteurs, on sait que :
(f € L(E) est une symétrie) <& (Yue E, f(f(u)) =u)

Orona: Yu€ekE, f(f(uw) =

Ainsi, f est bien une symétrie.

Application 3| rét. 4718

Montrer que |'application lingaire f:| R?2 — R? est une symétrie de R2.
(x,y) — (=Tz+2y,—24x + Ty)

Proposition 3| Eléments caractéristiques d’une symétrie

Bl 5 st une symétriede E, -s est la symétrie par rapport a Ker (s —Idg) de direction Ker (s +Idg).
On dit aussi que Ker (s — Idg) est I'ensemble des vecteurs invariantspar s et Ker (s + Idg) est I'ensemble des vecteurs
transformés en leur opposé par s.

Eléments de preuve:
La symétrie f par rapport & Ker (s — Idg) de direction Ker (s + Idg) est par définition :

f:| E=Ker (s—Ildg)®Ker (s+1dg) — FE
U= U] + Uy — f(u) = up —us

Montrons que f = u, c'est a dire que :  Vu € E, s(u) = f(u).
Soit alors u € E = Ker (s —Idg) ® Ker (s + Idg). Il existe donc un unique (u1,u2) € Ker (s —Idg) x Ker (s + Idg) tel
que u = uy + us.

Théoréme 5| Caractére bijectif d’'une symétrie

.s est une symétriede E, -s est bijective.

Eléments de preuve:
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3. Traduction matricielle des propriétés caractéristiques

Dans ce paragraphe, on désigne par B une base de E et f est un endomorphisme de F, et on note n = dim(FE).
On note alors A la matrice de f dans la base B, c'est a dire A = Matg (f).
Théoréme 6| [
halign=center]Caractération matricielle
Caractérisation matricielle d'un projecteur ] Caractérisation matricielle d'une symétrie
(f est un projecteur) < (AxA=A) (f est une symétrie) <& (AxA=1,)
. 7
Méthode 3| Identifier un projecteur ou une symétrie a partir d’'une représentation matricielle
Pour montrer qu'un endomorphisme de E dont on connait la matrice A dans une base est un projecteur ou une symétrie,
il suffit de déterminer A2 et de regarder si A2 = A pour un projecteur ou si A2 = I,, pour une symétrie.
On pourra adopter la rédaction suivante :
D'apreés la caractérisation matricielle des projecteurs/symétries :
(f € L(E) est un projecteur/symétrie) < (A% =A/I,)
Par un calcul direct, on a que :
(A) X (A) = (A)youl,ou ...
et ainsi, f est bien un projecteur/symétrie.
J
Exemple 1| Nature d’'un endomorphisme de R3
0o 1 1
On désigne par f I'endomorphisme de R? tel que la matrice de f dans la base canoniquede R3est A= 1 0 -1
-1 1 2
? f est-il un projecteur? une symétrie ?
°
J
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4. Base adaptée et représentation matricielle

Théoréme 7| Matrice dans une base adaptée

Matrice d'un projecteur dans une base adaptée Matrice d’'une symétrie dans une base adaptée
On suppose que p un projecteur de E sur F de di- On suppose que s une symétrie de E par rapport a
rection Fy et on note BB une base adaptée a la somme F de direction F5 et on note I3 une base adaptée a
directe E = F1 & F5. la somme directe E = F} & F5.
Alors la matrice de p dans la base B est : Alors la matrice de s dans la base B est :

Image de Image de Image de Image de

la base la base la base la base

de de Fo de Fy de Fy

—_——
—_— — —_—

(0) Base de F} (0) Base de F
1
Mats(p) = ' Matss(s) =

(0) Base de F» (0) Base de I

Exemple 2| Exploitation de la forme adaptée

On désigne par p le projecteur sur Fy = Vect ((1,0,1),(0,1,—1)) de direction F; = Vect ((1,-1,1)).

? Déterminer la matrice A de p dans la base canonique de R3.

Eléments de réponse:

D’aprés le théoréme de concaténation des bases pour les sous-espaces supplémenataires, la famille
B=((1,0,1),(0,1,—1),(1,—1,1)) est une base de R3 adaptée a la somme directe R* = F| ® F, permettant de
définir p.

1 0 0
Par suite la matrice B de p danslabase Best: B=[0 1 0
0 00
1 0 1
Ennotant P= [0 1 —1] la matrice de passage de la base canonique de R? a la base 3, d'aprés la formule de
1 -1 1
changement de bases pour les endomorphismes, on a que B = Q' AQ c'est a dire que A = QBQ~".
0 1 1 0o 1 1
Puisque @ '=[1 0 —1],onendéduitalorsqued=1]1 0 -1
1 -1 -1 -1 1 2
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9. Lien projecteur et symétrie

Proposition 4| Relations projecteurs/symétrie

Soient F} et F, deux sous-espaces supplémentaires de F.
On désigne par :

e p le projecteur sur F de direction F5;

e ¢ le projecteur sur Fy de direction F7 ;

e s la symétrie par rapport a F de direction F5.

plu) +qlu) = u

On a alors que :  Vu € E, { (u) sEu% — 2p(u) —u
Ces deux relations s'écrivent aussi : p+ ¢ =1Idg et s =2p — Idg.

F>
= =z
- g

_ ~Ts(u) uyp — ug
2 p(u) — q(u)

Eléments de preuve:

Application 4| rat. 4720

On considére I'application f:| R?2 — R2 )
(£.y) (aH—y 1:+y)

2 7 2
1. Montrer que f est le projecteur sur Fy = Vect ((1,1)) de direction F» = Vect ((1,—1)).

2. En déduire I'expression analytique de la symétrie par rapport & F; de direction F5.
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0. Plan d’étude d’un projecteur de R donné par sa matrice

Méthode 4| Montrer qu’'un endomorphisme est un projecteur et le caractériser

? Pour f € L(R"™) telle que A = Matg (f) ot B base canonique de R™, on souhaite :

Montrer que f

Identifier les éléments
est un projecteur

caractérisant f

Caractérisation i
matricielle

de déterminer :

( p]rco?es(t:tzzr ) '/ \'
()

‘ Il s'agit donc ‘

L’ensemble des vec- L’ensemble des
(AxA=A) teurs invariants par f vecteurs d'image
- nulle par f
Le calcul de
A? donne. .. l
Y
On cherche donc On cherche donc
2 _ 2 tous les vecteurs x = tous les vecteurs x =
A=A A4 (@1, -+ s Tn) € R® (@1, ..., @0) € R
tels que f (z) = « tels que f(z) = 0
A T

T

Conclusion :| | Conclusion : Traduction Traduction
f est un f n'est matricielle matricielle
projecteur pas un -
projecteur z = (T1, ..., Tn) z = (T1, ..., Tn)
est solution du est solution du sys-
systéme de repré- téme de représenta-
sentation matri- tion matricielle (A |0)
On peut adopter la rédaction suivante : cielle (A — 1, |0) T
La caractérisation des projecteurs se traduit matriciellement Explicitation Explicitation
par :

N des solutions
des solutions '

(f € L(E) est un projecteur) <& (A2 = A)

x est x est
invariant d'image
Par un calcul direct, on a que A% = A et ainsi, f est bien un par f nulle par f
projecteur.
Par ailleurs, en notant : (z € Vect (V)) (z € Vect (&))
F; = {vecteurs invariants par f} \V V/

Conclusion : f est le
projecteur sur Vect (Q)
de direction Vect (&)

F5 = Ker (f)

on sait que f est le projecteur sur F; de direction Fs.
Détermination de F} :

(z1, ..., xy) est solution

. du systéme de
(@=(z1, ..., en) € 1) & représentation

matricielle (A — 1, |0)
Ona:(A71n|O)~L...~L

Par conséquent, on en déduit que : F; = Vect (Q)
Détermination de F :

(1, ..., xyn) est solution

_ du systéme de
@=(@1, ... o) € ) & représentation

matricielle (A |0)
Ona:(A|0)~p ...~ ...

Par conséquent, on en déduit que : F» = Vect (&)
Conclusion :

f est le projecteur sur Vect (Q) de
direction Vect (&)
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[ .

Plan d’étude d’une symétrie de R donnée par sa matrice

Méthode 5| Montrer qu'un endomorphisme est une symétrie et la caractériser

?

Pour f € L(R™) telle que A = Matg (f) ot B base canonique de R™, on souhaite :

Montrer que f
est une symé-
trie vectorielle

T
Caractérisation matricielle
.

f est une
symétrie

(AXAzlg)

Le calcul de A2 donne. ..

Identifier les éléments
caractérisant f

!

Il s’agit donc
de déterminer :

~

L’ensemble des
vecteurs transformés
en leur opposé par f

L’ensemble des vec-
teurs invariants par f

!

N

21,

tous les vecteurs © = tous les vecteurs z =

2

A H A A } (@1, ..., @n) €R" (@1, ..., Tn) € R"
l i tels que f(z) = = tels que f (z) = —x

I I

Conclusion :| | Conclusion : Traduction Traduction

f est une f n'est matricielle matricielle

symétrie pas une

vectorielle symétrie z = (T1, ..., Ty) z = (T1, ..., Tn)

vectorielle

On peut adopter la rédaction suivante :

La caractérisation des symétries se traduit matriciellement par :

On cherche donc

On cherche donc

est solution du
systéme de repré-
sentation matri-
cielle (A — 1, ]0)

Explicitation
des solutions

(f € L(E) est une symétrie,) < (A2 = In)

x est x est
Par un calcul direct, on a que A2 = I,, et ainsi, f est bien une invariant transformé en son
par f opposé par f

symétrie.
Par ailleurs, en notant :

(z € Vect (V))

est solution du
systéme de ésen-
tation matricielle
(A+1,10)

Explicitation
des solutions

:
(z € Vect (b))

Fy = {vecteurs invariants par f}

F5 = {vecteurs transformés en leur opposés par f}

on sait que f est la symétrie vectorielle par rapport a F; de
direction F5.

7

Conclusion : f est
la symétrie par
rapport a Vect ()
de direction Vect (&)

Détermination de F :

(1, ..., Ty) est solution
du systéme de
représentation

matricielle (A —1I,]0)

(z=(z1, ..., 7n) € F1) &

Ona:(A—I,]0)~g ...~ ...
Par conséquent, on en déduit que : F} = Vect (Q)

Détermination de F5 :

(1, ..., xyn) est solution
du systéme de
représentation

matricielle (A +1I,,|0)

(z=(z1, ..., 2n) € F2) <&

Ona:(A+4+1,[0)~r ...~ ...
Par conséquent, on en déduit que : Fo = Vect (&)

Conclusion :

f est la symétrie par rapport a
Vect () de direction Vect (&)
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