Décomposition en éléments simples.

Remarques générales

Décomposition en éléments simples :

* les décompositions en éléments simples que vangegdtre ameneés a faire concernent des
fractions rationnelles stk ouC.

* toute autre décomposition (notamment sur un aaimes commé) est hors programme.

 ces déecompositions sont des décompositions faesetine se préoccupent pas de domaine de
définition.
« la décomposition d’'une fraction rationnelle supptmijours que la fraction proposée a été mise
L . . . A R
sous forme de fraction irréductible autrement dit dans I'écritureF: :E’ les polyndmesA et
B sont supposés premiers entre eux, c'est-a-digeraaime commune&g@mplexe dans tous les
cas.

« enfin, on admet que toute fraction rationnelle®(X) ou C(X) admet une unique décomposition
en éléments simples.

Dans toute la suite, on se donne une fractionmagbe : F ZE , mise sous forme irréductible.

Eléments technigues communs €(X) et R(X).

1. Partie entiére (a connaitre) :

» Une fraction rationnelle a toujours une partigéet obtenue comme quotient du numeérateur par

le dénominateur.
Autrement dit, si:A=B.Q+ R, avec :degR) <degB )on a:

F =§=Q+g, avec :Q OKIX], et: degR) <deg®).

En particulier, si deg(A) <deg® )alors :Q= Q
Remarque: il n’est pas nécessaire de calculer explicitenteepblyndmeR .

. L . X +1
exemple :la partie entiére de la fracﬂo;u(z—z , est nulle.
+
: | X3+ X +1 . L )
exemple: la partie entiere de la fractlenW, est X, quotient de la division du numérateur

par le dénominateur.

2. Factorisation du dénominateur :

» gu’on soit danfk(X) ou C(X), on décompose ensuit en produit de facteurs irréductibles.
-1 -
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DansC(X), cela revient a trouver les podles de la fragtimais danf(X) peuvent apparaitre des
polynédmes du second degré.

exemple dan<C(X) : a une partie entiére nulle, et trois poles simplésontO, i, —i .

X3+ X
X+1

X% +2.X%+X

factorise en :X° +2.X° + X = X.(X? +1)?.

exemple dandR(X) : a une partie entiere nulle, et son dénominaki e

3. Termes correspondant aux péles simples de la frion (a connaitre) : éléments simples de
premiere espece

* sila fractionF admet un pdle simple (soit une racine simple de son dénominatyyalors

la contribution de ce péle a la décompositidrdestype , OU a est une constante.

La valeur dea, avec les notations précédentes, peut se cakellem en particulier les
différentes méthodes suivantes :

= Ala) = R(a) , avec :F =£‘,et:A=B.Q+R.
B'(a) B'(a) B
_ A@)

,ouonaposéB=B,.(X-0a).
B.(a) p -( )

2
exemple :La fraction (irréductible)x>3(—1 admet trois pdles simples qui sdnfj, j°.

Sa partie entiere est nulle.

X? a b C
On peut donc la décomposer sous la forme— =0+ + + :
P P X* -1 X-1 X-j X-j*?
Chacune des trois valewais b ou ¢ peut se calculer avec une des méthodes précédentes
2 2
3XX A 3112 =% , et c’est aussi la valeur deet dec.
2

. X 1 1 1 1 1 1
Finalement : 2 ==, +=. -+ =, — -
X*=1 3 X-1 3 X-] 3 X-—]j

Par exemplea=

4. Péles multiples de la fraction : éléments simpdede premiere espéece

* si la fractionF admet un péle multipler (double, triple, etc...), soit une racine multiple d
dénominateuB, la contribution de ce p6le d’ordie a la décomposition de la fraction est du

type :
Q L& L & _
(X-a) (X-a)? (X -a)
Seule la valeus, se calcule facilement, par exemple avec :
G
B (@)
Il existe des techniques pour déterminer d’wnpcious les coefficients, qui ne sont pas au

ou lesa,,...,a, sont des constantes.

, oll on a posé B = B, .(X —a)~.
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programme (par exemple la division dite « suiv@s puissances croissantes de
lindéterminée »).

On indiquera plus loin quelques techniques pesidéterminer en pratique (et on voit un cas
dans I'exemple qui suit).

: X3 : L ] . .
exemple :la fraction———-, admet une partie entiere non nulle, égak 42, et un pole

double qui est 1.
3

Sa décomposition théorique est donc?(—2 =X+ a . b 5
(X -1 X-1 (X-1

1° : « s . . )
La valeur deb est:b= T =1, et il reste a déterminexr que I'on peut obtenir en évaluant par

exemple I'égalité précédente en 0, 8t=2-a+1, soit:a= 3
3
Finalement X—2 =X +3+ 3 + 1 5
(X -2 X-1 (X-1

Eléments technigues propres &(X).

Dénominateur comportant un facteur irréductible dedegré 2 : éléments simples de seconde
espece

Dans le cas ou le dénominateur comporte un facketype (X2 + 2a.X + B)* sans racine
réelle, la contribution de ce terme dans la décaitipo est du type :
a.X+b - a,. X +b,
(X2+2a.X+pB) ~~ (X*+2aX+pB)
Il N’y a pas de technique générale a connaitre géterminer les, etb .

Néanmoins, dans le cas &uvaut 1, on peut utiliser les poles complexes agus correspondant
a ce polynébme de degré 2.

exemple :ﬂ.
X3+ X
La partie entiere de cette fraction est nullengda(X) ou R(X)).
Si on la décompose da€$X), elle admet trois pbles simples.
Si en revanche on travaille daRéX), le dénominateur se décomposeXriX>+ . 1)

On peut alors utiliser la décomposition corresjaon aux pbles et —i dansC(X) pour obtenir
le terme cherché daf&X) en utilisant :

X+1 a b c i+1 1 i -i+1 1 i

3 =0+_+_—+_——,et;a=1b= =---—,et:c= =——+—,
X+ X X X=i X+i -3+1 2 2 -3+1 2 2
On peut alors rassembler les deux derniers teetn@stenir :

b c _—-X+1

-+ -_ .
X—=i X+i X?+1

Finalement, danR(X), on obtient :

+1 1, -X+1
= +

X3+ X X X241
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Plus généralement, utilisation de péles conjuguéopr une fraction réelle :

Si la fraction est réelle et qu’on recherche sadgmsition dan€(X) pour obtenir celle dans
R(X), on peut aussi utiliser une invariance par agajson, comme dans le cas vu au-dessus.

+1 =0+3+ b L C

X3+ X X X=i X+i
etb et c sont conjugués puisque la fraction est réellegriiante par conjugaison.

exemple :

Utilisation d’'une propriété de paritée.

Si la fraction est une fonction paire (ou impaute)la variableX , on peut exploiter cette propriété.

X?+3 a b cX+d
=0+ + + ,
X*-1 X-1 X+1 X?+1
La fraction doit étre invariante en changeanten — X et la décomposition aussi.
L'unicité de la décomposition permet d’en dédagjoe :a=-b, et:c=0.
Puis le coefficienta s’obtient facilement (par multiplication pa¢ —1 puis évaluation en 1) :
a=1,
et on trouved en évaluanten0d =- .1
X*+3_ 1 1 N -1
X*-1 X-1 X+1 X*+1

exemple :

Soit finalement :

Utilisation de valeurs particulieres (dont I'infini) :

Dans certains cas, une limite en I'infini peut dendes indications suffisantes pour venir & bout
des calculs.

30.X __a b +c.X+d
(X -D.(X+2).(X?+1) X-1 X+2 X?+1°
On trouvea et b de facon classiquea=5,b =4,
et on remarque quexltrpw x.F(x) =0.

exemple :

On en déduit quea+b+c= ,&oit:c=-9,
etlavaleurenO donne—:a+g+d =0,soit:d=3

30.X __5 , 4 ,-9X+3
(X -D.(X+2).(X?+1) X-1 X+2 X?+1

Finalement :

Conclusion :

Il 'y a pas de méthode globale pour aborder ce tiggdécomposition, mais il est important de
savoir comment va se présenter la décompositiogueherche.

Souvent, on est amené a conjuguer plusieurs teebsigachant que ce qui primera dans ce cas,
c’est I'efficacité.

3XP 410X +11LX3+3.X? -3 | .
exemple : , a vous de jouer...

(X*=1).(X +D.(X +2)
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