3°) Reperes particuliers

TS Les coordonnées dans I’espace

- Un repére (O,T, 1, E) dont les axes sont perpendiculaires deux & deux est dit orthogonal.

Introduction

- Un repére orthogonal (O,T, I R) tel que HTH =H b H =H k H =1 (1 pour I'unité de longueur choisie) est dit
Comme dans le plan, on peut repérer les points de I’espace par leurs coordonnées dans un repére. orthonormé.
Il'y aura une coordonnée de plus par rapport au plan ; un point aura donc 3 coordonnées : la premiere
s’appellera I’abscisse, la deuxieéme s’appellera I’ordonnée et la troisieme s’appellera la cote. 11. Cordonnées d’un point

On aura les mémes régles de calcul que dans le dans le plan sauf qu’il y aura une troisieme coordonnée.
1°) Théoréme
I. Repeéres et bases de I'espace

1°) Définition (O,T, 1, R) est un repére de I’espace.

Pour tout point M de I’espace, il existe un unique triplet (X, y, z) de réels tel que OM = xi+yj+zk .

On appelle repére (cartésien) de I’espace tout quadruplet (O,T, 1, R) ol O est un point fixé de I"espace et i,

. k trois vecteurs non coplanaires de I’espace.

2°) Définition

Axe des cotes On dit que X, y, z sont les coordonnées de M dans le repére (O, i R) .

X : abscisse de M
y : ordonnée de M

z:cotede M
Notations :
X X
M(x;y;z)ou M|y|ouM|y
YA YA

La droite sur laquelle on lit les abscisses des points est appelée axe des abscisses, celle sur laquelle on lit les
Axe des ordonnées ordonnées des points est appelée axe des ordonnées et celle sur laquelle on it les cotes est appelée axe des
cotes.

. 3°) Démonstration
Axe des abscisses )

Considérons le parallélépipede construit sur les axes du repere tel que (OM) soit une grande diagonale (voir
figure).
Repére oblique

Ona: OM =Om, +Om, +Om, (régle du parallélépipéde).

2°) Vocabulaire

Om, est colinéaire a i donc
o On dit que O est Iorigine du repére. JixeR tel que Om, = xi .

S Om, est colinéaire & j donc
o On dit que le triplet (i, i, k) est une base de I’ensemble des vecteurs de I’espace.

JlyeR tel que Om, =yj.

Om, est colinéaire & k donc
J1zeR tel que Om, = zk .
On obtient : OM =Xi +y ] + zk .




4°) Exemple
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OA=2i+3j+5k (décomposition du vecteur OA dans la base (T, 1, R))
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Ou sont situés les négatifs sur les axes ?
5°) Repere dans un cube
ABCDEFGH est un cube de I’espace.
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On se place dans le repére (A, AB, AD, AE) de I’espace.
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Il s’agit d’un exemple fondamental.
On peut généraliser la situation a un parallélépipéde rectangle (solide dont toutes les faces sont des rectangles)
ou méme pour & un parallélépipéde quelconque (solide dont toutes les faces sont des parallélogrammes).

I11. Cordonnées d’un vecteur

1°) Théoréme

(O,T, 1, R) est un repére de Iespace.

Pour tout vecteur u de I’espace, il existe un unique triplet (x, y, z) de réels tel que u=xi+yj+zK.

On parle de décomposition du vecteur u dans la base (T, 1, E) .

2°) Définition

On dit que x, y, z sont les coordonnées de u dans la base (T, 1, R) de I’ensemble des vecteurs de I’espace.

3°) Démonstration

Pour tout vecteur u de I’espace, il existe un unique point M de I’espace tel que OM =u.
On a vu qu’il existait un unique triplet (x, y, z) de réels tel que OM =xi+yJ+zK.
Donc u=xi+yj+zK.

U est exprimé comme combinaison linéaire des vecteurs i, j, K.



1V. Propriétés
1°) Propriété 1 (égalité de deux vecteurs)

e Enoncé

4°) Propriété 4 (coordonnées d’un vecteur défini par deux points)

e Enoncé

G(x, Yy, z) et \7(x' ,Y', ') sont deux vecteurs quelconques de I’espace.

X=X
u=v sietseulementsi {y =y’
z2=17"

A(Xar Yar 24) €t B(Xg, ¥g, Z5) Sont deux points quelconques de I’espace.
Le vecteur AB a pour coordonnées (X, — X, Vg = Yar Zs — 24 )-

e Démonstration
Découle de I'unicité des coordonnées d’un vecteur dans une base.
2°) Propriété 2 (coordonnées de la somme de deux vecteurs)

e Enoncé

G(x, Yy, z) et \7(x' ,y', ') sont deux vecteurs quelconques de I’espace.

Le vecteur u-+v a pour coordonnées (x+x',y+y', z+2').

e Démonstration

O—A: XAT+ YA]+ZAR

OB = Xgi+VYg J + 25K

AB=0B-OA (relation de Chasles sous forme soustractive)
AB = (%5 —Xa )i+ (Ve —Ya) I+ (25— 24)K

5°) Propriété 5 (coordonnées du milieu d’un segment)

e Enoncé

e Démonstration

3°) Propriété 3 (coordonnées du produit d’un vecteur par un réel)

e Enoncé

G(x, Y, z) est un vecteur quelconque de I’espace.
A est un réel quelconque.
Le vecteur Au a pour coordonnées (Ax, Ay, Az).

e Démonstration

u=xi+yj+zk
AU =AXi+ Ay j+Azk

A(Xar Yar 25) €t B(Xg, Y, Z5) Sont deux points quelconques de I’espace.

Le milieu I de [AB] a pour coordonnées (XA ;XB , Ya ;r Yo , Za er % j .

e Démonstration

I milieu de [AB]signifie que Al=1B.

X —Xp =Xg =X
Donc 1y, —=Ya=VYs =V
L, —Zy=25— 1

D’ou
XI=xA+xB
2
_Yat¥s
Yi 5
2, +17,




6°) Propriété 6 (coordonnées d’un barycentre) 2°) Equations des plans de coordonnées

e Enoncé

A(Xar Yar 24) €t B(Xg, Vg, Z5 ) SOnt deux points quelconques de I’espace.

a et b sont deux réels tels que a+b=0. x=0
Le barycentre G des points pondérés (A, a) et (B, b) a pour coordonnées A, + X , Y +bYs , az, +bz, .

a+b a+b a+b
e Démonstration

K

D’apreés la relation fondamentale, pour tout point M de I’espace on a : P -
aMA +bMB = (a+b)MG. o i
Donc pour M =0, ona: aOA+hOB =(a+b)0G. m_\

— 1 —

0G = a+b (aOA+bOB) 3°) Equations de plans paralléles aux plans de coordonnées

OA=Xal+Ya i+ 23k Un plan paralléle au plan de repére (O,T, “') admet une équation de la forme z=a (aeR).

OB = Xgi+VYg J + 25K Un plan paralléle au plan de repere (O, 1, R) admet une équation de la forme x=b (beR).
Un plan paralléle au plan de repere (O, R,T) admet une équation de la forme y=c (c € R) .

0G = Ha +bXBT+ ay, +byg T, az, +bz, K

a+b a+b a+b

V. Equations de plans paralléles aux plans de coordonnées

1°) Définition
a/

On appelle plan de coordonnées les plans de repéres (O,T, ]) (O, I R) et (O, E,T).




V1. Norme d’un vecteur et distance de deux points dans un repére orthonormé de I’espace

1°) Définition [repére orthonormé de I’espace]

On reprend la définition donnée dans le I. 3°).

3°) Distance de deux points

On dit qu’un repére (O,T, 1, R) de E est un repére orthonormé pour exprimer que
i1, jLk, iLk
[il= 51

k H:l (pour I'unité de longueur choisie)

A(X4, Yar Z4) €t B(Xg, Vg, Zg) sont deux points quelconques de E- dans un repére orthonormé.
Xg = Xa
AB Ys ~ Ya

Zg—1Zp

Donc AB=H AB H=\/(XB—XA)2+(YB—)’A)2+(ZB—ZA)2

2°) Formule de la norme d’un vecteur

u est un vecteur quelconque de E dans un repére orthonormé (O,T, 1, R) de I"espace.
On note (x, Yy, z) ses coordonnées.

On note M le point de I’espace tel que OM =u.

On considére le parallélépipede rectangle (ou pavé droit) construit sur les axes.

VII. Equations de sphéres dans un repére orthonormé

1°) Théoréme

a

Une équation de la sphére S de centre Q| b et de rayon R >0 s'écrit (x—a)’ +(y—b)* +(z-c)’ =R?,

~

OM? =0m;? +0m,” +Om,’

om, =| x|
om, =|y|
om, =|z|

HDHZ‘/XZWZHZ

c

M(x, y,2)eS < QM? =R?

2°) Exemple
1

Une équation de la sphére S de centre Q| —1 et de rayon R=3 s'écrit (x—1)" +(y+1)° +(z-2)" =9
2

(forme canonique d’une équation de spheére).

VII1. Equations de cylindres de révolution dans un repére orthonormé

1°) Théoréme

daxe (Oz)

Une équation du cylindre C de révolution
derayonR >0

s’écrit x> +y* =R?.
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cylindre C (surface infinie)

2°) Démonstration

On utilise un point M| y de I’espace.

/’—_‘k—)‘ T
i
z H

\\‘YM

i

1

i

i

¢ |

i—> — :

o '
__________________ -~

On note H son projeté orthogonal sur I’axe (Oz).

H| 0

11

MeC & HM=R
& HM? = R?

s (x—0)2+(y—0)2+(z—z)2 =R?

< x*+y*=R?

3°) Exemples

e Une équation du cylindre C de révolution

e Une équation du cylindre C de révolution

IX. Equations de cones de révolution dans un repére orthonormé

1°) Théoréme

daxe (Oz) e
s’écrit x“+y“=25.
derayon R=5
daxe (O
(%) s’écrit x> +2°=9.
derayon R=3

o daxe (Oz)

Une équation du cone C de révolution | e de sommet O

x* +y? =(tan oc)2 2%

¢ de demi-angle au sommet o ((x € }

0;E
2

)

s’écrit
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Coupe horizontale :

Coupe verticale par le plan (M, Oz) :

2°) Démonstration

X
On utilise un point M| y.
z

On note H son projeté orthogonal sur I’axe (Oz).

0
H(O
z

MeC < HM=OHxtana
< HM? = OH? x tan’a.
4:)(x—0)2+(y—0)2+(z—z)2=zzxtan2a

& X +y? =7 xtan’a
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3°) Exemple
o=

T
6

tan o =tan = =
6

e

14



Bilan sur les plans de coordonnées

Plan Repére Equation
(xOy) (0.1]) 2=0
(yoz) (0.3.k) x=0
(z0x) (0.k.i) y=0

Un plan paralléle au plan de repére ( i, “') admet une équation cartésienne de la forme z=a (aeR).

0,
Un plan paralléle au plan de repere (O, 1, R) admet une équation cartésienne de la forme x=b (beR).
0, k,

Un plan paralléle au plan de repere ( k T) admet une équation cartésienne de la forme y=c (ceR).
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