FICHE DE REVISION DU BAC (Studyrama

LE COURS

Mathématiques — Toutes séries
Suites numériques

Note liminaire

Programme selon les sections :

- notion de suite, représentation graphique, suites arithmétiques, suites géométriques : toutes sections
- somme de termes, limite de suites arithmétique et géométrique : STI2D, STL, ES/L, S

- suites arithmético-géométriques : ES/L, S

- opérations sur les limites, comparaisons, raisonnement par récurrence : S

Prérequis

Fonctions — notion de limite — calcul de puissances

Plan du cours

1. Etude de suites

2. Suites arithmétiques

3. Suites géométriques

4. Suites arithmético-géométriques
5. Raisonnement par récurrence

6. Limites de suites

1. Etude de suites

Définition :
Une suite numérique est une fonction définie sur N (I'ensemble des entiers naturels), ou sur un intervalle / de N.

On peut noter une suite (1, J,=1 (I étant I'ensemble de définition de la suite), (1, ) ou u. Le n®™ de la suite u est noté

up, le n+1M¢ u,,,,, etc.

Il'y a deux maniéres de définir une suite : par une relation de récurrence (relations entre les termes entre eux) ou
par une formule explicite (expression des termes en fonction de leur rang n).

Exemples :

3 e . .
utelleque tiyyq = — et up = 2 est définie par une relation de récurrence.
Un

n® e .
vtelle que v, = o 1 est définie par une formule explicite.
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Représentation graphique : Ex : 1, = ”? —7
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La représentation graphique d’une suite numérique est un ensemble de points.

Remarque :

Pour définir complétement une suite (c’est-a-dire étre en mesure de calculer chacun de ses termes), il faut soit la
formule explicite, soit la relation de récurrence et la valeur d’un terme.

Sens de variation :

Une suite est croissante si et seulement si pour toutn €1 U, = y4q
Une suite est décroissante si et seulement si pour tout 1t € ] 1y, = Uyyq

Ex : La suite v définie précédemment est croissante. Corollaire : si une suite u est croissante, et p € I, alors pour tout

neltelquen =ponagi, = Uy, (si la suite est décroissante, on a Uy = Uy).
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2. Suites arithmétiques

Définition :

Une suite u est dite arithmétique s’il existe r € R tel que pour toutn €1 U4y =uU, + 1
Le réel r est la raison de la suite.

- relation de récurrence : Uysq = Uy + T
- formule explicite : u,, = ug +nr

Remarques :

- La formule explicite se généralise : u,, = u, + (n — pjr

- La représentation graphique d’une suite arithmétique est un ensemble de points alignés, car une suite
arithmétique est une fonction affine définie sur N (on rappelle que la représentation graphique d’une fonction affine

est une droite).

Sens de variation :

Une suite arithmétique est constante si + = 0, strictement croissante si + == (), strictement décroissante si r = (.
Exemples :

Upsq = Uy + 4 (suite arithmétique de raison 4)

1, = 5 — 3n (suite arithmétique de raison -3 et de premier terme 5)

Somme de termes :

Somme de tous les termes :

L

nn+1)
Zuk =Uy + Uz + Ty, =5
k=1

Somme a partird’'unrangp :

!
Uy, U
Zuk=u,p+up+1+---+un=(:r1—p+1}xu

2
k=p

Annales, corrigés et résultats du BAC a retrouver sur Studyrama.com © Studyrama — Tous droits réservés




FICHE DE REVISION DU BAC (Studyrama

LE COURS

Mathématiques — Toutes séries
Suites numériques

3. Suites géométriques
Définition :

Une suite u est dite géométrique s’il existe g € R tel que pour toutn €[ Uyeg = U, X g
Le réel g est la raison de la suite.

- relation de récurrence : Uy:q = Uy % G
- formule explicite : u,, = uyg x g*

Remarque :
- La formule explicite se généralise : u,, = u, X g™ P

Sens de variation :

- Sl uu = ﬂ .

u est strictement croissante si g = 1, strictement décroissante si 0 < g =< 1, constante si g = 0 (tous les termes
sont nuls) ousig =1.

-Siuwg < 0:

u est strictement décroissante si = 1, strictement croissante si 0 < g < 1, constante si g = 0 (tous les termes
sont nuls) ousig =1.

- Si g == 0, la suite est dite alternée (ses termes sont alternativement positifs et négatifs).

Exemples :

Unysq = —2U, (suite géométrique de raison -2)

v, =5 X II:%')”(suite arithmétique de raison 1/3 et de premier terme 5)

Somme de termes :

Pour g = 1, somme de tous les termes :

T

E Up = Ug+ Uy +--F+ U, =1y
k=0

1— I,_;I,:~z+1

1-g

Pour g = 1, somme a partird’'unrang p :
n 1— qn_?”l
Zuk =Up tUpyg Tt Uy = Uy xﬁ
k=p
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4. Suites arithmético-géométriques

Définition :
Une suite u est dite arithmético-géométrique s'il existe a € R et b € R tel que pour toutn € [ Uy+y = au, +b

Remarques :

- Une suite arithmétique est une suite arithmético-géométrique pour laquelle @ = 1.
- Une suite arithmétique est une suite arithmético-géométrique pour laquelle b = 0.

Recherche de la formule explicite d’une suite arithmético-géométrique u :
1) On construit une suite géométrique v telle que v, = u, —a {(ax € R)
2) On exprime v, en fonction de n (formule explicite).

3) On en déduit I'expression de u,,

Exemple :
Upsq = Uy —letug=2

1) Onpose ¥, = U, — &
Vp41 =Upsr— @ =3Up,—1—a

U, =1, + &
dolvye; =3, +a)—1—-a=3v,+3xe—1—-«a
Vpe1 = 30, + 20 — 1

Pour que v soit une suite géométrique, il faut gu’il existe g tel que ¥+ = 13, X g
Onadonc:g=3et2a—1=10

2e=1
1
=3
Vns1 = 3y
U, = Vg % 3"
_5 1 3
Vg =Ug— & = > =3
3 T
'E?n=§><3
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5. Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence permet de démontrer certaines propriétés de suites a partir de leur relation de
récurrence.
Par ailleurs, ce raisonnement n’est pas uniquement valable pour les suites.

Principe de récurrence :

Soit une proposition P, dépendant d’un entier n (son rang).

Pour démontrer que P, est vraie pour tout entier n = 1y, il suffit de démontrer que :
1) la proposition P, est vraie.

2) si P, est vraie (avec p = mny) alors P, est vraie.

L'étape 1) est linitialisation du raisonnement par récurrence. L'étape 2) est la démonstration de I’hérédité de la
propriété.

Exemple :

S, =Xnop2k
Démontrer que pour tout entier n = 0 la proposition « 5, = 2"%1 — 1 » est vraie.

Initialisation :
5, =2+2'=1+2=3et2"1-1=22-1=4-1=3
donc la proposition est vraie pourn = 1.

Hérédité :
Soit un entier p = 0.Supposons que 5, = 271 —1

Alors S .q = T2710k = § 4 2p+1 = pp#1 _ 1 4 pp#l
b k=0 P
Spp1=2x2PH—1=2p¥2 1

Spe1 = lp+1)+1 _
Donc si la proposition est vraie pour p = 0 alors elle est vraie pour p + 1.
La proposition est héréditaire.

Conclusion :
La proposition « 5, = 2"*1 — 1 » est vraie pour n = 1, et elle est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout entier
n = 0.
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6. Limites de suites

Convergence :

Si une suite a une limite finie (lim, -+ .. 1, = I), on dit qu’elle est convergente.
Dans le cas contraire (limite infinie ou absence de limite), on dit qu’elle est divergente.

Unicité de la limite :

- Si une suite est convergente alors elle admet une unique limite.

Limite d’une suite arithmétique :

- Sir = 0 alors la suite tend vers +co,
- Sir = 0 alors la suite tend vers —co,

Limite d’une suite géométrique :

-Sig = 1etsiug = 0, la suite tend vers +o= (elle est divergente).
-Sig = 1etsiug < 0, la suite tend vers —o= (elle est divergente).
-Si0 = g =< 1, la suite tend vers 0 (elle est convergente).

-Si g = 0, la suite n’a pas de limite (elle est divergente).

Limites de suites usuelles :

M, osen =400 lim, o An=+o lim, s.n?=+e lim, ..n?®=+e lim,_..n?=+cw (p>0)
. 1 . 1 . 1 , 1 .
llmn_,+°:; =0 llmn_,+m; =0 llmn_>+m; =0 llmn_H.xE =0 llmn_}+m; =0 (p=0)

lim,sok = k

Théoremes de comparaison de limites :

- Soient deux suites u et v de limites respectives / et I'.
Si a partir d’un certain rang u,, = v, alors I = I'.

- Soient deux suites u et v telles que u,, = 1,, a partir d'un certain rang.
Silim,:.. v, = +oo alorslim, ... u, = +o

Silim,, s U, = —o0 alorslim, ..., = —o0

Théoréeme de convergence monotone :

- Si une suite u est croissante et majorée (a partir d'un certain rang i,, = M) alors elle est convergente.
(avecl = M)
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- Si une suite u est décroissante et minorée (a partir d'un certain rang i, = m) alors elle est convergente.
(avecl =m)

Propriété pour les suites monotones non bornées :

- Si une suite u est croissante et non majorée alors lim ;4. U, = +co .
- Si une suite u est décroissante et non minorée alors lim,, 4.1, = —co .

Théoreme des gendarmes :

Soient un réel [ et trois suites u, v et w telles qu’a partir d’un certain rang ®,, = v,, = w,,.
Silim,, -ty =1 etlim, ;.. w,=1 alorslim,_:.7, =L

Opérations sur les limites :

- Limite de u + v - Limite de u % v
l;ﬂmuﬂ l +oo | —oo liiggmuﬂ l l 0 +oo | —co
I=0|1=0
A, v A, o
I I+ +oo —oo " I'=0 Iwl' | Ixl" |0 +oo | —oo
+oo +oo +oo " I'=0 =" |Ix1l' |0 —oo | 4o
—co —o —oo 0 0 0 0
+oo +oo —oo +oo | —oo
—oa —o0 4o —oo | oo
- Limite de1
u L. u
- Limite de;
lim wu, . 1
n—+oo lﬂ‘ﬂmuﬂ lgﬂmuﬂ : : 0 Tom =
I {1=0) E =0 |1=0
[ lim »,
4o 0 n—+oo
1" I'=0 L ! 0 |+ | —mo
04 +oo I' I'< D [ l 0 | —m | 4w
0_ —om I I
04 +oo | —oo +om | —oo
0_ —oo +oo —o0 +oo
+oo 0 0 0
—co 0 0 0
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